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RESUMO

FARENZENA, Bruno Avila. Análise de estabilidade linear em plumas hipopicnais.
Porto Alegre. 2016. Dissertação de mestrado. Programa de Pós-Graduação em Enge-
nharia e Tecnologia de Materiais, PONTIFÍCIA UNIVERSIDADE CATÓLICA DO RIO
GRANDE DO SUL.

Correntes de densidade são iniciadas quando dois fluidos de diferentes densi-
dades entram em contato, dando início a um movimento relativo entre ambos. Esta
diferença de densidades pode ser causada por diferenças de temperaturas, concen-
tração de salinidade, presença de partículas em suspensão, entre outros. Quando
estes dois fluidos além de apresentarem diferentes densidades apresentam diferentes
propriedade difusivas é dito que existe dupla difusividade. O objetivo deste estudo
é investigar, através da teoria da estabilidade linear, como as instabilidades, que se
desenvolvem em correntes de densidade sob efeitos de deposição de partículas em
suspensão e de dupla difusividade, podem influenciar na transição a turbulência. Para
cumprir este objetivo foi desenvolvido um código computacional através do ambiente
Julia cuja validação foi realizada a partir dos resultados de um estudo presente na
literatura. Posteriormente, resultados foram obtidos para as duas condições citadas
anteriormente, onde foi constatado que existem valores críticos relacionados às di-
mensões das partículas a partir do qual o escoamento é sempre instável e também
valores críticos da relação entre as propriedades difusivas onde a dupla difusividade
não interfere no desenvolvimento das instabilidades.

Palavras-chave: Correntes de densidade, Teoria da estabilidade linear, Dupla difusivi-
dade



ABSTRACT

FARENZENA, Bruno Avila. Linear stability analisys in hipopycnal plumes. Porto
Alegre. 2016. Master Thesis. Programa de Pós-Graduação em Engenharia e Tecnologia
de Materiais, PONTIFÍCIA UNIVERSIDADE CATÓLICA DO RIO GRANDE DO SUL.

Density currents initiate when two fluids of different densities come into contact,
allowing relative movement between them. Differences in density usually are caused by
temperature, salinity concentration, the presence of particles, among others. When these
two fluids in addition to having different densities have different diffusive properties
it is said that double diffusivity exists. This work aims at the investigation, through
linear stability theory, of how the density currents instabilities that develop from particle
deposition effects and double diffusivity can influence the transition to turbulence. A
computer code, designed in Julia language, was initially validated with results avaiable
in the literature. Subsequently, results were obtained for the two conditions cited above,
they show critical values related to the particle size at which the flow is always unstable
and also on the relationship of critical values between diffusive properties where double
diffusivity does not interfere with instabilities development.

Keywords: Density currents, Linear stability theory, Double diffusivity
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1. INTRODUÇÃO

As correntes de densidade, também conhecidas como correntes de gravidade,
ocorrem quando um fluido com determinada massa específica escoa preferencialmente
na horizontal em um outro fluido com diferente massa específica. Algumas causas que
normalmente estão associadas ao excesso de densidade de um fluido em relação ao
outro são a diferença de temperatura, a concentração salina ou a presença de partículas
sólidas em suspensão. Uma corrente de densidade é formada quando abrimos a porta
de uma casa aquecida e o ar frio de fora escoa pelo chão sob o ar menos denso de
dentro (SIMPSON, 1999; UNGARISH, 2009).

Em situações criadas pelo homem podemos observar correntes de densidade,
por exemplo, na fabricação de vidros quando o vidro fundido escoa sobre o molde ou
nos escapamentos dos automóveis. O primeiro estudo quantitativo de uma corrente de
densidade foi realizado por Theodore von Kármán em 1940 motivado pela demanda do
exército americano em avaliar sobre quais circunstâncias de vento um gás venenoso
solto iria se propagar para a frente atingindo o inimigo e não para traz causando danos
nas tropas que soltaram o gás? (HUPPERT, 2006).

Na natureza as correntes de densidade podem ser observadas em diversos
casos, tais como: a formação de tempestades, causadas pelo deslocamento relativo
entre grandes massas de ar quente e massas de ar frio (Figura 1.1.); as tempestades
de areia, características de regiões arenosas e com baixa umidade, que transportam
grandes quantidades de partículas de areia; as correntes oceânicas que se movem
pela presença de gradientes na concentração salina e na temperatura da água (FRAN-
CISCO, 2014); e quando um rio transportando sedimentos e matéria orgânica entra no
oceano. Nesses casos o fluido da corrente normalmente possui composição química
similar ao (e miscível com) o fluido ambiente (MEIBURG; KNELLER, 2010).

Os rios carregam mais de um terço das precipitações na terra para os oceanos,
transportando grandes quantidades de água doce através de passagens estreitas ao
longo da costa. Um bom exemplo disso seria o Rio Mississipi que drena aproximada-
mente 40% dos Estados Unidos em dois afluentes, cada um com menos de 1km de
largura (HORNER-DEVINE et al., 2015). O encontro do rio com um o oceano forma
uma configuração de escoamento conhecida por pluma de rio.

O impacto dos materiais transportados por uma pluma de rio pode, do ponto de
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Figura 1.1. Formação de tempestado na região meio-oeste dos Estados Unidos da
América. Fonte: CRIENGLISH (2016).

vista ambiental, afetar os ecossistemas locais e por consequência a economia de uma
região. Um exemplo de impacto negativo de uma pluma de rio em um ecossistema é o
rompimento da barragem de mineração em Mariana - MG no dia 5 de novembro de
2015 (AMBIENTE, 2015) causando um enxurrada de lama que foi transportada até o
oceano através do Rio Doce (Figura 1.2.).

O conhecimento dos mecanismos que levam à transição para o regime turbulento
nestes escoamentos estratificados são importantes para melhor compreender de que
forma a turbulência afeta o escoamento. Tendo como finalidade controlar os fenômenos
nocivos ao meio ambiente, bem como entender de que maneira acelerar os processos
que trazem benefícios a ele (MARTINEZ, 2006).

Estes mecanismos de transição à turbulência estão associados a perturbações
do escoamento que fazem crescer instabilidades com diferentes configurações. Algu-
mas dessas instabilidades que se desenvolvem em escoamentos estratificados foram
muito estudadas no passado e são bem conhecidas na literatura, por exemplo as
instabilidades de Kelvin-Helmholtz, Rayleigh-Taylor e Holmboe. Outras instabilidades
não são muito conhecidas e estão associadas a estudos mais recentes, por exemplo as
instabilidades causadas por efeitos de dupla-difusividade. Estes efeitos são causados
pela interação entre dois fluidos com difusidade mássica ou térmica diferentes.

A análise de estabilidade linear pode ser uma ferramenta muito útil na previsão da
ocorrência e dos tipos de instabilidades que se desenvolvem em escoamentos. A teoria
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Figura 1.2. Pluma do Rio Doce afetada pelo rompimento das barragens de mineração
em Mariana - MG. Fonte: Folha Vitória (2015).

da estabilidade linear é muito empregada no campo de escoamentos estratificados,
abrangendo investigações com diferentes considerações de estratificação da densidade
e perfis de velocidade (DRAZIN; REID, 2004).
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2. OBJETIVOS

O presente estudo tem como objetivo melhor compreender as instabilidades
que se desenvolvem na interface da água doce do rio, carregada de partículas em
suspensão, com a água salgada do oceano. Esta configuração de escoamento esta
presente em plumas de rio e pode ser aproximada à uma camada de mistura estratifi-
cada. A abordagem utilizada para a compreensão destas instabilidades é a teoria da
estabilidade linear que tem como finalidade analisar as perturbações presentes em um
escoamento e quantificar suas características de amplificação ou amortecimento.

A maior parte dos estudos das perturbações em camadas de mistura estra-
tificada não leva em consideração que os dois fluidos tem diferentes difusividade
molecular ou partículas em suspensão, desta forma, esta pesquisa busca responder
aos questionamentos inspiradores:

"Qual a sensibilidade aos efeitos de dupla difusividade e/ou de diferentes
frações volumétricas de partículas em suspensão no desenvolvimento de insta-
bilidades em uma camada de mistura estratificada?"

e

"Quais são as instabilidades predominantes nesta configuração de esco-
amento?"

2.1. Objetivos específicos

Os pontos listados abaixo servirão de guia no desenvolvimento do presente
estudo com a finalidade de responder os questionamentos citados anteriormente:

• Desenvolver e validar um código computacional baseado em operadores diferen-
ciais de Chebyshev (detalhado no Capitulo 5) com a finalidade de caracterizar as
instabilidades presentes em diferentes configurações de escoamento;

• Analisar a influência dos efeitos de dupla-difusividade na configuração de camada
de mistura estratificada (detalhada no Capitulo 4) e caracterizar as instabilidades
presentes;

• Para a mesma configuração de escoamento, analisar a influência da presença de



19

partículas com diferentes granulometrias e caracterizar as instabilidades presen-
tes;

• Em todos os casos estudados, definir quais são as instabilidades predominantes.
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3. REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Neste capítulo serão apresentadas algumas características básicas de correntes
de densidade, classificações referentes ao mecanismo que causa o início do fenômeno
e a relação de densidades. Também serão apresentados conceitos e classificações
da teoria da estabilidade linear e uma revisão de alguns estudos de perturbações em
escoamentos estratificadas.

3.1. O início de uma corrente de densidade

O início de uma corrente de densidade é mais facilmente compreendido ao ser
relacionado com algum acontecimento natural, sendo utilizado o ambiente marinho
como exemplo. Neste contexto, os eventos mais apontados como iniciadores de corren-
tes de densidade são os deslizamentos de terra e as descargas de rios (MEIBURG;
KNELLER, 2010). Estes fenômenos são caracterizados por causar excesso de den-
sidade, de um fluido em relação ao outro, pela presença de partículas sólidas em
suspensão. As características destes eventos dividem os mecanismos de início de uma
corrente de densidade em dois grandes grupos: remobilização instantânea de material
e remobilização não-instantânea de material (FRANCISCO, 2014).

A Figura 3.1. apresenta, através de sinais temporais de velocidade na direção
do fluxo, os dois mecanismos de início de uma corrente de densidade de forma
esquemática. A remobilização instantânea de material, referida na literatura como
surge-like flow, está associada a um pulso onde é possível observar o deslocamento
de uma quantidade limitada de material (Figura 3.1.a) que é transportada fazendo a
corrente ter uma grande aceleração, porém, assim que o processo de sedimentação
começa, a corrente sofre uma gradativa desaceleração devido a perda de material em
suspensão. Este mecanismo é responsável pela formação de eventos de curta duração.

Enquanto a remobilização não-instantânea de material, também conhecida por
quasy-steady flow, é caracterizada por escoamentos alimentados de forma contínua
por um certo período de tempo (Figura 3.1.b). Estes escoamentos estão associados às
cheias de rios, que transportam grandes quantidade de material para o ambiente mari-
nho durante um tempo que pode ser de horas ou até anos, permitindo que a corrente
alcance velocidades constantes mesmo após o início do processo de sedimentação
devido à alimentação contínua.
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Figura 3.1. Mecanismos de início de uma corrente de densidade: remobilização instan-
tânea de material (a) e remobilização não-instantânea de material (b).

Os escoamentos resultantes do mecanismo quasy-steady flow também são
conhecidos como plumas e podem ser classificados pela relação entre as densidades
da corrente (ρ̃c) e do fluido ambiente (ρ̃a). As plumas hipopicnais são aquelas em
que a corrente possui densidade menor do que o fluido ambiente resultando em
correntes que se espalham ao longo do topo do fluido ambiente (Figura 3.2.a). As
plumas hiperpicnais acontecem quando a corrente possui densidade maior do que o
fluido ambiente e resultam em correntes que escoam pelo fundo (Figura 3.2.b). As
correntes mesopicnais acontecem quando o fluido ambiente possui uma estratificação
na densidade (Figura 3.2.c). O foco do presente estudo são as plumas hipopicnais.

3.2. Teoria de estabilidade linear

Há pouco mais de um século, a estabilidade hidrodinâmica foi reconhecida como
um dos problemas centrais na mecânica de fluidos. A estabilidade hidrodinâmica está
preocupada com como e quando um escoamento laminar sujeito a uma perturbação
desenvolve uma instabilidade e sofre uma eventual transição à turbulência. O entendi-
mento deste questionamento em relação ao escoamento possui varias aplicações na
engenharia, meteorologia e oceanografia (DRAZIN; REID, 2004). O modelo matemático
utilizado neste estudo é baseado na decomposição

qj(xk, t) = q̄j(xk) + q′j(xk, t), (3.1)

onde qj é uma quantidade qualquer do escoamento, q̄j uma parte estacionária, q′j uma
parte transiente, xk são as coordenadas espaciais e t é o tempo. A parte estacionária
resultante dessa decomposição pode ser, por exemplo, a solução para escoamento
laminar, também chamada de escoamento de base, enquanto a parte transiente são
as pertubações a serem estudadas.

A teoria da estabilidade linear é um ramo da estabilidade hidrodinâmica que se
refere às perturbações infinitesimais que se desenvolvem em um escoamento de base.
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Figura 3.2. Classificação das correntes de densidade em função da relação entre as
massas específicas. Correntes hipopicnais (a), correntes hiperpicnais (b) e correntes
mesopicnais (c). Adaptado de Ungarish (2009)

As perturbações lineares tem a forma geral

q′j(xk, t) = q̂j(xk, t)e
iΘ(xk,t), (3.2)

onde q̂j e Θ são quantidades complexas e representam amplitude e fase respectiva-
mente. A amplitude é função das dimensões não-periódicas e a fase é função das
dimensões periódicas. No caso da amplitude ser função do tempo, dizemos que tra-
tamos um problema de estabilidade não-modal e quando apenas a fase é função do
tempo chamamos de estabilidade modal, que é o foco deste trabalho. Um problema
de estabilidade não-modal resulta na resolução de um problema de valor inicial en-
quanto um problema de estabilidade modal resulta na resolução de um problema de
autovalores/autovetores.

Ao iniciar uma nova análise de estabilidade em um escoamento, a primeira
consideração a ser feita é o número de direções homogêneas do escoamento de base.
Neste caso as direções homogêneas são aquelas que o escoamento de base não
apresenta dependência. A Tabela 3.2. apresenta as hipóteses sobre a homogeneidade
do escoamento de base q̄j(xk), as funções de amplitude de e fase de uma pertur-
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Tabela 3.2. Classificação da estabilidade linear modal quanto ao escoamento de base
considerando um sistema de coordenadas cartesiano. Adaptado de Juniper et al. (2014)

Denominação Escoamento de base Amplitude Fase

Local q̄j(x2) e ∂x1 q̄j = ∂x3 q̄j = 0 q̂j(x2) αx1 + βx3 − σt

PSE
q̄j(x

∗
1, x2);

∂x1 q̄j � ∂x2 q̄j e ∂x3 q̄j = 0 q̂j(x
∗
1, x2)

∫ x1 α(x′1)dx′1 + βx3 − σt

BiGlobal q̄j(x2, x3) e ∂x1 q̄j = 0 q̂j(x2, x3) αx1 − σt

PSE-3D
q̄j(x

∗
1, x2, x3) e

∂x1 q̄j � ∂x2 q̄j, ∂x3 q̄j q̂j(x
∗
1, x2, x3)

∫ x1 α(x′1)dx′1 − σt

TriGlobal q̄j(x1, x2, x3) q̂j(x1, x2, x3) σt

bação q′j(xk, t) e suas respectivas nomenclaturas (JUNIPER et al., 2014). Tomando
como exemplo o caso Local nesta tabela, α, β e σ são os parâmetros modais. Estes
parâmetros são grandezas complexas e tem como significado:

• αr e βr são os números de onda nas direções x1 e x3;

• αi e βi são as taxas de amplificação ou amortecimento espacial de uma perturba-
ção nas direções x1 e x3;

• σr é a frequência angular;

• σi é a taxa de amplificação ou amortecimento temporal de uma perturbação.

Com base no significado destes parâmetros, dois tipos de análises podem
ser realizados: a aproximação espacial e a aproximação temporal. Na aproximação
temporal as perturbações crescem com o tempo enquanto na aproximação espacial as
perturbações crescem no espaço.

Quando é utilizada a aproximação temporal, α e β são números reais e σ é um
número complexo. Desta forma:

• σi < 0→ o escoamento é estável;

• σi = 0→ o escoamento é neutralmente estável;

• σi > 0→ o escoamento é instável.

No caso da aproximação espacial, σ e α são números reais e β é um número complexo
ou σ e β são números reais e α é um número complexo. Assim se:
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• αi > 0 ou βi > 0→ o escoamento é estável;

• αi = 0 ou βi = 0→ o escoamento é neutralmente estável;

• αi < 0 ou βi < 0→ o escoamento é instável.

Também podemos classificar uma perturbação quanto à maneira como ela
se propaga. Dado um escoamento com direção predominante a jusante, o mesmo
é dito estável quando uma pertubação (introduzida em uma localização qualquer
do escoamento) é amortecida (Figura 3.3.a). O escoamento convectivamente instável
(Figura 3.3.b) é caracterizada pelo crescimento de uma pertubação na direção a jusante
ou montante e decrescimento da mesma no ponto onde foi introduzida. Enquanto
um escoamento em que a pertubação permanece no seu ponto de introdução é
caracterizado absolutamente instável (Figura 3.3.c). Em ambos os casos, o principal
pressuposto é que o escoamento de base é paralelo. Ainda existe um terceiro caso
chamado de instabilidade global que é análogo à instabilidade absoluta porém leva em
consideração escoamento de base não-paralelo (THEOFILIS, 2003).

x1 x1

x1

t

tt

(a) (b)

(c)

Figura 3.3. Resposta linear a um impulso no plano (x1, t): estável (a), convectivamente
instável (b) e absolutamente instável (c). Adaptado de Bagheri et al. (2009).

No presente estudo, é relevante conhecer algumas instabilidades que se desen-
volvem em duas configurações de escoamento de base. A primeira é a camada de
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mistura e a segunda configuração é caracterizada por estratificação na densidade e
todas as componentes da velocidade de base são nulas, chamada neste estudo por
configuração tanque.

3.2.1. Instabilidades em camadas de mistura

A configuração do escoamento de base é baseada na hipótese de escoamentos
paralelos, isto quer dizer que todas as grandezas do escoamento de base são função
de apenas uma direção correspondendo ao caso Local da Tabela 3.2.. A camada de
mistura homogênea ou estratificada pode ser aproximada pela Figura 3.4., podendo ser
modelada matematicamente por segmentos de reta, pela função tangente hiperbólica ou
pela função erro de Gauss. Algumas grandezas desse perfis são relevantes para melhor
compreender estudos anteriores: a espessura da camada de mistura δu (Figura 3.4.a),
a espessura do perfil de densidade δρ (Figura 3.4.b) e o deslocamento d da interface
do perfil de densidade em relação ao centro da camada de mistura (Figura 3.4.c).
Na literatura podemos encontrar trabalhos que estudam a configuração −u1(x2) e/ou
−ρ(x2).

u1(x2) ρ(x2) ρ(x2)

δu δρ
d

x1

x2

g

(a) (b) (c)

Figura 3.4. Configuração do escoamento de base em camadas de mistura estratificadas.

As primeiras descobertas sobre instabilidades em camadas de mistura datam
do final do século 19 com estudos teóricos de von Helmholtz sobre escoamentos
cisalhantes homogêneos. Posteriormente, Kelvin estendeu o estudo de Helmholtz
para escoamentos cisalhantes com diferentes densidades entre as camadas, também
chamados de escoamentos cisalhantes estratificados. A instabilidade caracterizada
nestes estudos, cujo desenvolvimento esta esquematizado na Figura 3.5., foi nomeada
a partir do nome dos autores: "Kelvin-Helmholtz", denotada no presente estudo por
KH (DRAZIN; REID, 2004).
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Figura 3.5. Desenvolvimento da instabilidade de Kelvin-Helmholtz. Adaptado de Marti-
nez (2006).

Muitos avanços nos estudos das instabilidades em camadas de mistura ho-
mogênea e estratificada foram feitos a partir do século XX. Betchov e Szewczyk
(1963) realizaram um estudo numérico no caso homogêneo a partir da equação de
Orr-Somerfeld

[ū1(x2)− c]

(
d2φ̂

dx2
2

− α2φ̂

)
− d2ū1

dx2
2

φ̂ = − i

αRe

(
d4φ̂

dx4
2

− 2α2d
2φ̂

dx2
2

+ α4φ̂

)
, (3.3)

com c = σ/α e φ̂ sendo uma função de amplitude que depende da direção x2, e
descobriu que o número de Reynolds, acima de um valor crítico, não exerce influência no
desenvolvimento da instabilidade KH, validando a hipótese de instabilidade não viscosa
(Re→∞). Esta hipótese é utilizada em grande parte dos estudos de estabilidade linear
em escoamentos livres e simplifica a equação (3.3) resultando em

[ū1(x2)− c]

(
d2φ̂

dx2
2

− α2φ̂

)
− d2ū1

dx2
2

φ̂ = 0, (3.4)

também conhecida como equação de Rayleigh. Michalke (1964) resolveu (3.4), estudou
a instabilidade KH em termos de autofunções e definiu o seu comprimento de onda
mais amplificado λ (Figura 3.5.e) em função da espessura da camada de mistura. Este
comprimento corresponde à 7, 07δu.

Os primeiros estudos de estabilidade em camadas de mistura estratificadas
foram realizados por Taylor (1931) e Goldstein (1931) que introduziram um termo de
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estratificação na equação de Rayleigh levando em consideração que as variações
de densidade são importantes apenas no termo de empuxo. A equação resultante é
denominada equação de Taylor-Goldstein e tem a forma

[ū1(x2)− c]

(
d2φ̂

dx2
2

− α2φ̂

)
− d2ū1

dx2
2

φ̂−Ri dρ̄
dx2

φ̂

ū1(x2)− c
= 0, (3.5)

onde Ri é o número Richardson global, definido por:

Ri =
g̃′L

U2
, (3.6)

onde g̃′ é a aceleração gravitacional reduzida (g̃′ = g̃∆ρ̃/ρ̃), L e U são, respectiva-
mente, o comprimento e a velocidade característicos do escoamento. Este número
adimensional possibilita estabelecer uma relação entre as forças inerciais e as forças
de empuxo. No caso de δu ser aproximadamente igual à δρ e d ser nulo, a instabilidade
predominante é KH e a estratificação tende a estabilizar o escoamento, isto é, a taxa
de amplificação da perturbação decresce em função de Ri (MILES, 1961; HOWARD,
1961).

Em alguns contextos geofísicos, pode ser relevante considerar o caso em que
δu � δρ. Esta configuração foi primeiramente estudada teoricamente por Holmboe
(1962), que previu a existência de um segundo modo de instabilidade: a instabilidade
de Holmboe, denotada por H. Este modo de instabilidade consiste em um par de ondas
com mesma intensidade que viajam em sentidos opostos (Figura 3.6.).

σr
α

σr
α

Figura 3.6. Esquemático da instabilidade de Holmboe. Adaptado de Lawrence et al.
(1991).

Hazel (1972) conduziu estudos numéricos e encontrou valores críticos de número
de Richardson a partir dos quais o escoamento é estável e que a instabilidade H
pode desenvolver como uma função da relação R, definida como a relação entre a
espessura da camada de mistura e a espessura da camada de densidade. Lawrence et
al. (1991) e Haigh e Lawrence (1999) estudaram, numericamente e experimentalmente,
o deslocamento d da interface do perfil de densidade (Figura 3.4.c) em relação ao
centro da camada de mistura considerando valores elevados de R e concluíram que
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para valores não nulos de d, a instabilidadeH se separa em uma onda mais amplificada
e outra onda menos amplificada.

Negretti et al. (2008) investigaram a influência da declividade na interface de
instabilidade e seus resultados demonstram que um aumento da declividade tem um
efeito similar, na estabilidade do escoamento, ao de aumentar a relação R. Khavasi
et al. (2014) introduziram a presença de partículas em suspensão na análise com
R = 1 e concluíram que partículas com diâmetro menor do que 20µm não mudam as
características de estabilidade do escoamento, porém partículas mais grossas tendem
a deixar o escoamento mais instável e com a possibilidade de existir um outro modo de
perturbação que não foi caracterizado.

Para estudar os efeitos de dupla difusividade, motivado por problemas de ocea-
nologia, Smyth e Kimura (2007) separaram o perfil de densidade em duas grandezas: a
temperatura e a concentração de salinidade. Essa separação resulta em dois diferentes
efeitos de difusividade. A partir de suas análises, concluíram que as instabilidades
duplo-difusivas tem taxas de amplificação significativas podendo representar o modo
de instabilidade mais amplificado mesmo para condições em que o escoamento seria
estável. Os comprimentos de onda característicos destas instabilidades podem ser dez
até mil vezes menor em relação à instabilidade KH.

3.2.2. Instabilidades em tanques

Esta configuração leva em consideração o escoamento de base com todas as
componentes do campo de velocidades nulas e estratificação no campo de densidade.
Ela foi primeiramente estudada por Lord Rayleigh (DRAZIN; REID, 2004), tendo como
base a equação

c

(
d2φ̂

dx2
2

− α2φ̂

)
−Ri dρ̄

dx2

φ̂

c
= 0, (3.7)

conhecida na literatura como equação de Rayleigh-Taylor. Esta equação modela o
crescimento de uma instabilidade de mesmo nome dos autores da equação. Tal ins-
tabilidade, esquematizada pela Figura 3.7., é causada por efeitos de empuxo e é
caracterizada por ser um modo não oscilatório, ou seja, velocidade de fase nula, e
formar estruturas semelhantes a cogumelos e acontecer quando ρ1 > ρ2 (Figura 3.7.).

Quando os dois fluidos, além apresentar densidades diferentes, apresentam
diferentes propriedades difusivas passamos ao domínio da dupla difusividade. Um
sistema com esta característica pode tornar um escoamento instável mesmo quando
ρ1 < ρ2 e estabilizar um escoamento onde ρ1 > ρ2. Na ausência de camada de mistura,
a dupla difusividade pode causar a ocorrência de uma instabilidade de estrutura
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ρ̃1

ρ̃2

g̃

Figura 3.7. Esquemático da instabilidade de Rayleigh-Taylor. Adaptado de Burns e
Meiburg (2015).

refinada esquematizada pela Figura 3.8.. Esse fenômeno foi primeiramente observado
em ambientes marinhos onde existem diferenças de temperatura e salinidade e função
disso é conhecido pelo nome de salt fingers ou fingering (KUNDU; COHEN, 2010).

ρ̃1, κ̃1

g̃

ρ̃2, κ̃2

Figura 3.8. Esquemático da instabilidade fingering. Adaptado de Burns e Meiburg
(2015).

Burns e Meiburg (2012) estudaram a dupla difusividade em um sistema onde
um fluido carregado com partículas em suspensão é colocado sobre um fluido com
concentração salina e considerou o deslocamento da interface do perfil de salinidade.
Eles concluíram que enquanto as partículas se depositam mais rápido do que a interface
salina se desloca, as instabilidades mais amplificadas são aquelas causadas por efeitos
duplo-difusivos (fingering). Caso contrário o modo de instabilidade predominante é o
de Rayleigh-Taylor.
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4. FORMULAÇÃO MATEMÁTICA

Neste capítulo, serão apresentados a configuração do escoamento a ser estu-
dado, o modelo de velocidade de queda utilizado para simular o comportamento das
partículas em suspensão e as equações gerais do problema. Posteriormente, estas
equações serão linearizadas com a finalidade de formular o problema em função das
perturbações.

4.1. Configuração do escoamento

Considerando o estudo de um fluido ilimitado com um perfil de densidade
verticalmente estratificado que é assumido como um função da concentração de
partículas em suspensão ϕ̃1 e da concentração salina ϕ̃2

1 com a forma

ρ̃ = ρ̃0

(
1 +

2∑
`=1

γ̃`ϕ̃`

)
, (4.1)

onde ρ̃0 é a massa específica do fluido limpo (sem a presença de partículas ou salini-
dade) e γ̃` são coeficientes de expansão das concentrações de partículas e salinidade
que tem a forma geral

γ̃` = −1

ρ̃

(
∂ρ̃

∂ϕ̃`

)
. (4.2)

A configuração do escoamento a ser estudada está esquematizada na Figura 4.1., no
lado esquerdo a distribuição da velocidade no sentido do escoamento e no lado direito
a distribuição de massa específica. Nesta segunda distribuição, ρ̃1 é a massa específica
adicionada pelas partículas e ρ̃2 é a massa específica adicionada pela salinidade, essas
duas quantidades são definidas pelo termo ρ̃0γ̃`ϕ̃` em (4.1).

No presente estudo, a configuração de escoamento de base é modelada em
termos de perfis tangente hiperbólica porque isso permite uma comparação mais direta
com resultados de estudos anteriores. Os perfis dimensionais de velocidade na direção
do escoamento, concentrações de partículas e salinidade são definidos por:

ū1(x2) =
∆ũ

2

[
a+ tanh

(
2x2

δu

)]
, (4.3a)

1no presente estudo os símbolos com (̃·) sobre-escrito representam quantidades dimensionais
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ρ0

ρ1

ρ2

ρu1 u2 u

x1

x2g

δu δϕ1 , δϕ2

x3

Figura 4.1. Desenho esquemático da configuração do escoamento. No lado esquerdo o
perfil de velocidade e no lado direito os perfis de massa específica. A linha vermelha
e pontilhada representa a massa específica da salinidade, a linha azul e pontilhada
representa a massa específica das partículas em suspensão.

ϕ̄1(x2) =
ϕ̃1max

2

[
1 + tanh

(
2x2

δϕ1

)]
(4.3b)

e

ϕ̄2(x2) = − ϕ̃2max

2

[
1− tanh

(
2x2

δϕ2

)]
, (4.3c)

onde a é uma advecção média adimensional, ∆ũ é a diferença entre u2 e u1 (Figura 4.1.)
e δu, δϕ1 e δϕ2 são as espessuras dos perfis da camada de mistura (Figura 4.1.), concen-
tração de partículas e concentração salina respectivamente. As outras componentes
da velocidade são consideradas nulas.

4.2. Lei de Stokes

Assumindo que uma partícula de sedimento possa ser aproximada, geometrica-
mente, por uma esfera sólida, ao cair em um fluido de menor densidade ela tende a
acelerar até alcançar uma velocidade de queda ũs. Esta velocidade é dependente do
peso da esfera F̃p, das forças de empuxo F̃b e forças de arrasto F̃d (Figura 4.2.), sendo
que o balanço de forças tem a forma,

F̃p = F̃b + F̃d, (4.4)

que pode ser reescrito como
π

6
d̃ 3
p ρ̃pg̃ =

π

6
d̃ 3
p ρ̃ag̃ + 3πµ̃ad̃pũs, (4.5)
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onde d̃p é o diâmetro da partícula, ρ̃p é a massa específica da partícula (ρ̃0γ̃1ϕ̃1), µ̃a é a
viscosidade dinâmica do fluido ambiente, g̃ é a aceleração gravitacional e ρ̃a é a massa
específica do fluido ambiente. Isolando ũs, tem-se a velocidade de queda segundo a lei
de Stokes,

ũs =
d̃ 2
p g̃

18µ̃a
(ρ̃p − ρ̃a) . (4.6)

Este modelo de velocidade de queda resulta em uma boa aproximação quando
aplicado a partículas de pequeno diâmetro (d̃p < 0, 1mm) e devem estar em baixas
concentrações para que a floculação se torne desprezível (JULIEN, 1998).

peso
F̃p

empuxo
F̃b

atrito
F̃d

g

Figura 4.2. Esquema do balanço de forças atuantes em uma partícula esférica presente
em um meio fluido segundo a lei de Stokes.

4.3. Equações governantes

Nesta seção, serão apresentadas as equações gerais que regem os fenômenos
a serem estudados neste trabalho: o conjunto de equações composto pela equação da
continuidade, equações de Navier-Stokes e as equações correspondentes ao transporte
dos escalares associados ao problema. Todas estas equações serão apresentadas em
sua forma dimensional para, posteriormente, serem adimensionalizadas.

Considerando um escoamento incompressível em um fluido ilimitado, com um es-
tratificação da densidade conforme descrito anteriormente. A equação da continuidade
é dada por

∂ũj
∂x̃j

= 0 (4.7)
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e as equações de Navier-Stokes

ρ̃

(
∂ũj

∂t̃
+ ũk

∂ũj
∂x̃k

)
= µ̃0

∂2ũj
∂x̃k∂x̃k

− ∂p̃

∂x̃j
+ ρ̃g̃j, (4.8)

onde ũj é o vetor das velocidades do fluido, ρ̃ a massa específica, µ̃0 a viscosidade
dinâmica do fluido limpo, p a pressão e g̃j é o vetor aceleração gravitacional que,
neste caso, está sendo considerada na direção −x2 (Figura 4.1.). As concentrações de
partículas e de salinidade estão associadas às equações de transporte escalar

∂ϕ̃1

∂t̃
+
(
ũj + ũse

g
j

) ∂ϕ̃1

∂x̃j
= κ̃1

∂2ϕ̃1

∂x̃j∂x̃j
(4.9)

e

∂ϕ̃2

∂t̃
+ ũj

∂ϕ̃2

∂x̃j
= κ̃2

∂2ϕ̃2

∂x̃j∂x̃j
, (4.10)

onde egj é o vetor unitário na direção gravitacional e κ̃` (` = 1, 2) é a difusividade
molecular correspondente ao escalar considerado. A equação (4.10) não possui um
termo de sedimentação (modelado pela velocidade de queda us) porque esta sendo
considerado o domínio das pequenas concentrações.

Em ambientes oceânicos típicos, a massa específica da água salgada é apro-
ximadamente 3% à 4% maior do que a massa específica da água doce (BURNS;
MEIBURG, 2012), o que nos permite utilizar a aproximação de Boussinesq. Esta apro-
ximação diz que quando a diferença de densidades entre o fluido da corrente e o fluido
ambiente é relativamente pequena (ρc/ρa ≈ 1), as variações de massa específica são
importantes apenas no termo gravitacional da equação (4.8) (UNGARISH, 2009). Desta
forma, o termo ρ̃ do lado esquerdo de (4.8) pode ser substituído por ρ̃0 e consideramos
que as variações de ρ̃ apenas no último termo à direita da equação

∂ũj

∂t̃
+ ũk

∂ũj
∂x̃k

= ν̃0
∂2ũj
∂x̃k∂x̃k

− 1

ρ̃0

∂p̃

∂x̃j
+

ρ̃

ρ̃0

g̃j, (4.11)

onde ν̃0 é a viscosidade cinemática do fluido limpo. Substituindo (4.1) em (4.11), a
equação pode ser reescrita na forma

∂ũj

∂t̃
+ ũk

∂ũj
∂x̃k

= ν̃0
∂2ũj
∂x̃k∂x̃k

− 1

ρ̃0

∂p̃

∂x̃j
+ g̃j

(
1 +

2∑
`=1

γ̃`ϕ̃`

)
. (4.12)

Para adimensionalizar (4.7), (4.9), (4.10) e (4.12), são necessários cinco valores
característicos: a velocidade U , o comprimento L, a pressão P , a concentração de se-
dimentos Φ1 e a concentração salina Φ2. Estes valores foram retirados da configuração
do escoamento descrita anteriormente (Equações 4.3a, 4.3b e 4.3c) e são definidos
por:

U =
∆ũ

2
, L =

δu
2
, P =

4p̃

ρ̃0∆ũ2
, Φ1 =

ϕ̃1max

2
, e Φ2 =

ϕ̃2max

2
. (4.13)
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Substituindo esses valores característicos nas equações dimensionais da conti-
nuidade, Navier-Stokes, transporte escalar da concentração de partículas e transporte
escalar da concentração salina, nas equações (4.7), (4.12), (4.9) e (4.10) respectiva-
mente, obtém-se as equações adimensionais

∂uj
∂xj

= 0, (4.14)

∂uj
∂t

+ uk
∂uj
∂xk

=
1

Re

∂2uj
∂xk∂xk

− ∂p

∂xj
+Ri0e

g
j +Ri2

(
1

Rρ

ϕ1 + ϕ2

)
egj . (4.15)

∂ϕ1

∂t
+
(
uj + use

g
j

) ∂ϕ1

∂xj
=

1

τReSc2

∂2ϕ1

∂xj∂xj
, (4.16)

e

∂ϕ2

∂t
+ uj

∂ϕ2

∂xj
=

1

ReSc2

∂2ϕ2

∂xj∂xj
, (4.17)

sendo us = 2ũs/∆ũ a velocidade de queda adimensional, Re o número de Reynolds,
Ri` o número de Richardson de uma grandeza, Sc` o número de Schmidt de uma
grandeza, Rρ a relação de densidades e τ a relação de difusividades. Estes números
adimensionais serão descritos a seguir. O detalhamento desta adimensionalização é
apresentado no Apêndice A.

Como consequência da adimensionalização das equações, três grupos adi-
mensionais surgem. O número de Reynolds que fornece uma relação entre as forças
inerciais e as forças viscosa, definido por

Re =
UL

ν
=

∆ũδu
4ν̃0

. (4.18)

O número de Richardson relaciona as forças de empuxo com as forças inerciais,
expresso por

Ri0 =
g̃L

U2
= 2

g̃δu
∆ũ2

e Ri` = 2
g̃′`δu
∆ũ2

(4.19)

com ` = 1 e 2, onde g′` é a aceleração gravitacional reduzida, definida como

g̃′` = g̃γ̃`Φ` = g̃γ̃`
ϕ̃`max

2
. (4.20)

O outro grupo adimensional é o número Schmidt definido como a relação entre a
difusividade dos campos de velocidades e de concentrações

Sc` =
ν̃0

κ̃`
. (4.21)
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O números adimensionais Rρ e τ são definidos pela relação entre propriedades
físicas das partículas e da salinidade. O primeiro é a relação de densidades definida
como

Rρ =
γ̃2ϕ̃2max

γ̃1ϕ̃1max

=
Ri2
Ri1

, (4.22)

e o segundo é a relação de difusividades moleculares expressa por

τ =
κ̃2

κ̃1

=
Sc1

Sc2

. (4.23)

4.4. Linearização

Para realizar o estudo das pertubações no sistema de equações apresentado,
primeiramente deve-se linearizar este sistema com a finalidade de obter equações em
que as pertubações estejam explícitas. Esta linearização é feita em três etapas:

1. Decomposição das variáveis do escoamento em uma parte estacionária e uma
parte transiente (Equação 3.1). A parte estacionária pode ser a solução do esco-
amento laminar, também chamado de escoamento de base, e a parte transiente
são as perturbações.

2. Subtração das equações resultantes da decomposição com as equações para o
escoamento de base. Esta subtração é possível porque o escoamento de base é
uma solução do sistema de equações.

3. Eliminação dos termos de segunda ordem. Assumindo que as perturbações são
infinitesimais, os produtos entre pertubações podem ser desprezados.

Aplicando esta metodologia em (4.14), (4.15), (4.16) e (4.17), obtemos as equa-
ções linearizadas da continuidade, Navier-Stokes, transporte escalar da concentração
de partículas e transporte escalar da concentração salina

∂u′j
∂xj

= 0 (4.24a)

∂u′j
∂t

+ u′k
∂ūj
∂xk

+ ūk
∂u′j
∂xk

=
1

Re

∂2u′j
∂xk∂xk

− ∂p′

∂xj
+Ri2

(
1

Rρ

ϕ′1 + ϕ′2

)
egj , (4.24b)

∂ϕ′1
∂t

+ u′j
∂ϕ̄1

∂xj
+
(
ūj + use

g
j

) ∂ϕ′1
∂xj

=
1

τReSc2

∂2ϕ′1
∂xj∂xj

(4.24c)
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e

∂ϕ′2
∂t

+ u′j
∂ϕ̄2

∂xj
+ ūj

∂ϕ′2
∂xj

=
1

ReSc2

∂2ϕ′2
∂xj∂xj

. (4.24d)

O detalhamento da aplicação destes três passos de linearização das equações é
apresentado no Apêndice B.

O escoamento de base, apresentado anteriormente, é definido por (4.3a), (4.3b)
e (4.3c). A partir deste escoamento de base é possível afirmar que os coeficientes
das equações (4.24a), (4.24b), (4.24c) e (4.24d) não são função de x1, x3 e t. Portanto
pode-se buscar solução na forma

q′j(xj, t) = q̂j(x2)ei(αx1+βx3−σt). (4.25)

Substituindo o modelo da perturbação nas equações linearizadas e rearranjando
os termos, obtemos as equações de Orr-Sommerfeld

iαû1 +
dû2

dx2

+ iβû3 = 0, (4.26a)

i(αū1 − σ)û1 +
dū1

dx2

û2 = −iαp̂+
1

Re
Mû1, (4.26b)

i(αū1 − σ)û2 = − dp̂

dx2

−Ri2
(

1

Rρ

ϕ̂1 + ϕ̂2

)
+

1

Re
Mû2, (4.26c)

i(αū1 − σ)û3 = −iβp̂+
1

Re
Mû3, (4.26d)

i(αū1 − σ)ϕ̂1 +
dϕ̄1

dx2

û2 − us
dϕ̂1

dx2

=
1

τReSc2

Mϕ̂1, (4.26e)

e

i(αū1 − σ)ϕ̂2 +
dϕ̄2

dx2

û2 =
1

ReSc2

Mϕ̂2, (4.26f)

comM sendo o operador laplaciano, definido por

M =
d2

dx2
2

− α2 − β2. (4.27)

Com a finalidade de eliminar o termo de pressão das equações acima e diminuir
o número de equações a serem resolvidas, o problema pode ser reescrito em termos
da componente vertical da velocidade (û2), da componente normal da vorticidade
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(ω̂2 = iβû1− iαû3) e dos escalares ϕ̂1 e ϕ̂2. Para isso, deve-se primeiramente multiplicar
(4.26b) por iβ e subtrair de (4.26d) multiplicada por iα, resultando em uma equação
para ω2:

i(αū1 − σ)ω̂2 + iβ
dū1

dx2

û2 =
1

Re
Mω̂2. (4.28)

Este passo é equivalente à fazer o rotacional (∇×) das equações de quantidade de
movimento e considerar apenas a componente ω2. O segundo passo consiste em
multiplicar (4.26b) e (4.26d) por iα e iβ, respectivamente, e somar as duas equações.
Com o auxilio de (4.26a) uma expressão para o termo de pressão em função de û2

e suas derivadas pode ser obtido. Esta expressão é posteriormente substituída em
(4.26c) para eliminar o termo dp̂/dx2, resultando na equação

i(αū1 − σ)Mû2 = −iαd
2ū1

dx2
2

− (α2 + β2)Ri2

(
1

Rρ

ϕ̂1 + ϕ̂2

)
+

1

Re
M2û2. (4.29)

O problema formulado pelas equações (4.28), (4.29), (4.26e) e (4.26f) é um
problema de autovalores/autovalores generalizado. Este problema pode ser reescrito
na forma matricial

Aq̂ = σBq̂, (4.30)

com a matriz A definida por

A =



A11 β
dū1

dx2

I 0 0

0 A22 KRi2
Rρ

I KRi2I

0 −idϕ̄1

dx2

I A33 0

0 −idϕ̄2

dx2

I 0 A44


, (4.31)

matriz B definida por

B =


I 0 0 0

0 M 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

 (4.32)

e q̂T = {ω̂2, û2, ϕ̂1, ϕ̂2}, onde I é a matriz identidade, K = α2 + β2 e os Aii definidos
abaixo:

• A11 = αū1I +
i

Re
M;
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• A22 = αū1M− α
d2ū1

dx2
2
I +

i

Re
M2;

• A33 = αū1I + iusD +
i

τReSc2

M;

• A44 = αū1I +
i

ReSc2

M.

Com D sendo a derivada de primeira ordem em relação à x2.

As condições de contorno para os autovetores são condições de contorno de
Dirichlet do tipo q̂(+∞) = q̂(−∞) = 0, uma vez que temos um fluido ilimitado e
as instabilidades se desenvolvem próximas à região de gradiente não nulo do perfil
tangente hiperbólica.

Este problema, formulado por (4.30), tem um campo de parâmetros a serem
explorados dado que a taxa de amplificação depende da combinação de números
de onda longitudinal e transversal, número de Reynolds, número de Richardson da
salinidade, relação de densidades, número de Schmit da salinidade, relação de difusivi-
dades, velocidade de queda das partículas e os parâmetros do escoamento de base (a,
δu, δϕ1 e δϕ2).
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5. METODOLOGIA NUMÉRICA

Para resolução do problema formulado no capítulo anterior é necessário dis-
cretizar a componente normal da vorticidade, a componente vertical da velocidade, o
campo concentração de partículas, o campo concentração salina e suas derivadas
e resolver o problema de autovalores através de um algoritmo. Neste capítulo serão
apresentados os métodos adotados para realizar essas tarefas.

5.1. Aproximação de Chebyshev

A expansão de uma função f em termos de uma série infinita de funções
ortogonais {φj},

f =
∞∑

j=−∞

f̂jφj, (5.1)

fundamentam muitos métodos numéricos de aproximação. A precisão da aproximação
e a eficiência da sua implementação são fatores decisivos na aplicabilidade destes
métodos. O resultados mais conhecidos destas aproximações são aqueles para funções
periódicas expandidas em séries de Fourier. O decaimento do j-ésimo coeficiente da
expansão acontece quando existem coeficientes suficientes para representar todas as
estruturas da função. O decaimento rápido subsequente dos coeficientes implica que
uma série de Fourier truncada depois de alguns termos representa uma aproximação
extremamente boa da função. Essa característica é conhecida por precisão espectral
(CANUTO et al., 1988).

A propriedade de precisão espectral também pode ser encontrada em funções
não periódicas desde que as funções de expansão sejam propriamente escolhidas. As
autofunções resultantes de problemas singulares de Sturm-Liouville permitem precisão
espectral na expansão de qualquer função contínua. No caso de expansão em séries
finitas a função é expandida em pontos de quadratura também conhecidos como pontos
de colocação (CANUTO et al., 1988). A Figura 5.1. exemplifica a convergência de uma
solução utilizando um método que possui a propriedade de precisão espectral, sendo
possível observar um comportamento diferente quando comparado à utilização de um
método de diferenças finitas.
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Figura 5.1. Comparação da convergência de uma solução utilizando um método espec-
tral e um método de diferenças finitas.

Os polinômios de Chebyshev são autofunções de um problema de Sturm-
Liouville singular utilizados em funções não periódicas caracterizados por funções
cosseno depois de uma troca de variável independente na forma

Tj(ŷ) = cos (jθ) com θ = arccos (ŷ) . (5.2)

Pelo método recursivo pode ser obtida a relação entre os polinômios de grau j com os
polinômios de grau j + 1 e j − 1, definida por

Tj+1(ŷ) = 2ŷTj(ŷ)− Tj−1(ŷ) com j ≥ 1, (5.3)

onde T0(ŷ) = 1. A aproximação de uma função e suas derivadas por expansão em
polinômios de Chebyshev possui a propriedade de precisão espectral.

A discretização da função de corrente, do campo concentração de partículas, do
campo concentração salina e suas derivadas, utilizada no presente estudo, é realizada
com o método de Chebyshev através da colocação Chebyshev-Gauss-Lobatto (CGL)

ŷj = cos

(
πj

N

)
com j = 0, 1, . . . , N. (5.4)

O algoritmo empregado para computar as matrizes de derivação foi adaptado para a
linguagem Julia (BEZANSON et al., 2014) a partir do pacote de funções do ambiente
computacional Matlab desenvolvido por Weideman e Reddy (2000) e conta com al-
gumas otimizações propostas no trabalho de Baltensperger e Trummer (2003) para
diminuir os erros associados à derivação numérica.
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Estas matrizes são computadas em duas etapas: primeiramente são calcula-
dos todos os termos que não pertencem à diagonal principal e posteriormente são
calculados os termos da diagonal principal.

Os termos que não pertencem à diagonal principal de uma matriz de derivação
(no domínio da colocação CGL) de ordem n, denotada por D̂n, são calculados utilizando
a equação

D̂nkj = nZkj
(
CkjD̂n−1

kk − D̂
n−1
kj

)
com k 6= j, (5.5)

onde D̂0 = I. A matriz Ckj é definida por

Ckj =
wj
wk
, (5.6)

onde wk e wj são os pesos associados a cada posição ŷk e ŷj. Estes pesos são
calculados pela equação

wk =
N∏

l=0,l 6=k

1

ŷk − ŷl
, (5.7)

porém, no caso da colocação CGL eles tem uma forma simplificada

wk = (−1)k com k = 1, 2, . . . , N − 1, w0 =
1

2
e wN =

(−1)N

2
. (5.8)

A matriz Zkj é definida por

Zkj =
1

ŷk − ŷj
com k 6= j, (5.9)

mas de acordo com o trabalho de Baltensperger e Trummer (2003) a diferença entre
as posições ŷk e ŷj pode ser substituída por um produto de funções seno utilizando
identidades trigonométricas (ver Eq. 5.4). Essa substituição resulta em

Zkj =
1

2 sin

[
(k + j) π

2N

]
sin

[
(k − j) π

2N

] com k 6= j (5.10)

e melhora a precisão no canto esquerdo da parte superior da matriz, porém, isso não
acontece no canto direito da parte inferior da matriz.

Com a finalidade de obter o mesmo ganho de precisão no canto do esquerdo
da parte superior da matriz que no canto direito da parte inferior da matriz, é possível
aproveitar a propriedade de simetria

ZN−k,N−j = −Zkj. (5.11)

Essa otimização é referida na literatura como Flipping trick (BALTENSPERGER; TRUM-
MER, 2003) e consiste em calcular a metade superior da matriz e depois "virar"a matriz
por meio da relação (5.11).
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Os termos que pertencem à diagonal principal da matriz de derivação são
calculados a partir dos termos que não pertencem à diagonal principal através da pro-
priedade chamada na literatura de Negative sum trick (BALTENSPERGER; TRUMMER,
2003). Esta propriedade diz que em cada linha da matriz o termo da diagonal principal
é igual ao oposto da soma dos demais termos, conforme a equação

Dnkk = −
N∑

j=0,j 6=k

Dnkj. (5.12)

A Figura 5.2. apresenta o esquema da rotina computacional necessária para
calcular uma matriz de derivação de ordem n com base no método descrito acima.

Eq. (5.6)

Eq. (5.11)

Eq. (5.12)

Eq. (5.5)

e
Eq. (5.10)

derivadas de segunda
ordem ou superior

Figura 5.2. Esquema da rotina para calcular uma matriz de derivação de ordem n
utilizando o método descrito.



43

5.2. Transformação da malha

Com a finalidade de lidar com as regiões de fortes gradientes presentes na inter-
face do escoamento de base, torna-se necessário utilizar uma função de transformação
de malha nos pontos CGL. Posteriormente o domínio de cálculo deve ser truncado
em uma distância suficientemente grande para garantir uma influência desprezível
dos limites, em que se aplicam as condições de contorno. Finalmente as matrizes de
derivação devem ser transformadas nas novas coordenadas.

A função utilizada neste trabalho, introduzida por Berrut e Mittelmann (2004),
consiste em refinar a malha em uma ou mais localizações e é descrita em sua maneira
mais geral pela equação

ŷj = η +
1

λ

Q∑
q=1

arctan [θq (x̄2 − φq)] , (5.13)

onde ŷj são os pontos CGL, x̄2 os pontos resultantes desta função, Q é número de
localizações que se pretende refinar a malha, θq é a densidade de pontos associados
a uma localização φq, λ e η são constantes que asseguram que os x̄2 continuem em
domínio ortogonal. Essas constantes são definidas, respectivamente, por:

λ =
ξ1 + ξ2

2
(5.14)

e

η =
ξ1 − ξ2

ξ1 + ξ2

, (5.15)

com ξ1 e ξ2 sendo valores constantes relacionados com os parâmetros θq e φq através
das equações

ξ1 =

Q∑
q=1

arctan [θq (1 + φq)] (5.16)

e

ξ2 =

Q∑
q=1

arctan [θq (1− φq)] . (5.17)

É possível observar que (5.13) transforma os pontos da colocação CGL em
uma outra distribuição de pontos no intervalo [−1; 1], por este motivo é necessário
passar essa distribuição resultante para o domínio real. Isso é feito por meio de uma
interpolação linear, também utilizada por Burns e Meiburg (2012), descrita por

x2 = x̄2

(
L+ + L−

2

)
+

(
L+ − L−

2

)
(5.18)
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onde x2 é o domínio real, L+ é o comprimento da origem até o ponto máximo de x2 e
L− é o comprimento da origem até o ponto mínimo de x2.

No presente estudo, será considerado um domínio simétrico (L+ = L−) e com
refinamento da malha apenas na posição x2 = 0. A função de transformação de malha
resultante destas considerações é

x2 = L+x̄2 =
mδu
2θ

tan(λŷ), (5.19)

onde m é a constante de trucamento do domínio e δu/2 é o comprimento característico
do escoamento. Os valores de m e θ devem ser determinados a partir de testes de
convergência. A Figura 5.3. exemplifica a transformação dos pontos CGL em uma
distribuição no intervalo [−mδu/2;mδu/2] e com um refinamento de malha na posição
x2 = 0 utilizando (5.19).

−1

0

1

0 10 20 30 40 50

ŷ

j

Eq. (5.19)

−mδu
2

0

mδu
2

0 10 20 30 40 50

x
2

j

Figura 5.3. Exemplo de transformação dos pontos CGL utilizando a equação (5.19).

As matrizes de derivação resultantes das equações (5.5), (5.11) e (5.12) são
transformadas nas novas coordenadas utilizando a regra da cadeia. Este procedimento
resulta nas equações

D = D̂ dŷ

dx2

, (5.20)
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D2 = D̂2

(
dŷ

dx2

)2

+ D̂ d2ŷ

dx2
2

(5.21)

e

D4 = D̂4

(
dŷ

dx2

)4

+ D̂3

(
6
d2ŷ

dx2
2

dŷ

dx2

)

+D̂2

[
3

(
d2ŷ

dx2
2

)2

+ 4
d3ŷ

dx2
3

dŷ

dx2

]
+ D̂ d4ŷ

dx2
4

(5.22)

para a transformação das matrizes de derivação de primeira, segunda e quarta ordem
respectivamente, onde Dn é a matriz de derivação de ordem n no domínio real e D̂n é
a matriz de derivação de ordem n no domínio da colocação CGL.

5.3. Algoritmo QZ

O algoritmo QZ tem como finalidade de resolver problemas de autovalores
generalizados de um par de matrizes (A,B) (ANDERSON et al., 1999). Este método é
fundamentado na decomposição generalizada de Schur que tem a forma

A = QSZ, e B = QTZ, (5.23)

onde Q e Z são matrizes unitárias e S e T são matrizes triangulares superiores.
Para as matrizes S e T existem autovalores λS e λT que estão relacionados com os
autovalores de (4.30) pela relação

σ =
λS
λT
. (5.24)

Por convenção, σ =∞ quando λT = 0 (ANDERSON et al., 1999).

Esse algoritmo é implementado no código computacional a partir da função eig

do ambiente computacional Julia (BEZANSON et al., 2014), esta função é baseada
no pacote de algebra linear LAPACK (ANDERSON et al., 1999).
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6. RESULTADOS

Neste capítulo serão apresentados os resultados de todas as análises realizadas.
Foram estudadas a influência da concentração salina, da presença de partículas no
escoamento e da dupla difusividade.

Para todas as análises alguns parâmetros foram considerados contantes, tais
como os parâmetros do escoamento de base (δu, δϕ1, δϕ2 e a). As espessuras das
camadas de mistura, concentração de partículas e concentração salina são consi-
deradas com o valor igual a 2 porque o presente estudo não leva em consideração
a instabilidade de Holmboe. Segundo o trabalho de Ortiz et al. (2002), a advecção
média a no caso temporal atua como um efeito Doppler na frequência e afeta apenas a
velocidade de fase (cr = σr/α). Por essa razão este parâmetro é considerado com o
valor igual a 0.

6.1. Validação do código - Camada de mistura homogênea

Os resultados apresentados a seguir objetivam validar o código computacional
desenvolvido e implementado no ambiente computacional julia. Para essa finalidade
foi utilizado o caso de instabilidade linear temporal em camadas de mistura homogê-
neas (Rρ = 1, τ = 1 e us = 0). Primeiramente, foi realizado um teste de convergência
da solução levando em consideração um número de Reynolds fixo e apenas números
de onda longitudinais (β = 0). Posteriormente, foi realizada uma análise levando em
consideração β 6= 0 objetivando confirmar o teorema de Squire (SQUIRE, 1933). Este
teorema garante que para escoamentos incompressíveis e paralelos livres e parietais,
para cada perturbação tridimensional instável, existe uma perturbação bidimensional
mais instável, isto é, com maior taxa de amplificação. Finalmente os resultados obti-
dos foram comparados com o trabalho de Betchov e Szewczyk (1963), que leva em
consideração variações do número de Reynolds e comprimentos de onda longitudinais.

A Figura 6.1. apresenta o resultado do teste de convergência da solução do
problema de camada de mistura homogênea, onde σie é a taxa de amplificação para
N = 210. É possível observar que a solução converge a partir de N ≈ 70. Em função
deste resultado foi adotado 90 pontos para realizar as análises.

Na Figura 6.2. é possível observar que a taxa de amplificação (isolinhas) de-
cresce conforme o número de onda transversal cresce, confirmando o teorema de
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Figura 6.1. Teste de convergência da solução do problema. Resultados para Re = 5000,
m = 100 e θ = 100.

Squire para o caso de camada de mistura homogênea. Desta forma podemos afirmar
que o modo mais amplificado é bidimensional.
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Figura 6.2. Isolinhas de taxa de amplificação em função dos números de onda longitu-
dinal e transversal. Resultados para Re = 5000.

A Figura 6.3. apresenta os resultados obtidos para a máxima taxa de ampli-
ficação (ver Figura 6.3.a) e o número de onda mais amplificado (ver Figura 6.3.b)
em função do número de Reynolds. O comportamento observado em ambas curvas
sugere que as forças viscosas não tem grande importância no desenvolvimento de
instabilidades apresentando uma convergência de taxa de amplificação e número de
onda mais amplificado a partir de um número de Reynolds aproximadamente igual a
1000.
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Figura 6.3. Taxas máximas de amplificação (a) e seus números de onda corresponden-
tes (b) em função do número de Reynolds.

Tabela 6.3. Comparação dos resultados obtidos com os dados da literatura.

Presente estudo Literatura Erro absoluto

σimax 0, 1897 0, 1897 0
αmax 0, 4449 0, 4446 3× 10−4

Os valores que as curvas de taxa de amplificação e número de onda mais
amplificado convergem são de 0, 1897 e 0, 4449, respectivamente, e a velocidade de
fase é aproximadamente igual à advecção média para todos os valores de números de
Reynolds, caracterizando o modo de perturbação de Kelvin-Helmholtz. A comparação
entre os valores de σimax e αmax presentes na literatura e os resultados obtidos (consi-
derando Re = 106) estão sumarizados na Tabela 6.3.. A taxa de amplificação tem boa
concordância com o valor da literatura, apresentado um erro absoluto nulo. Enquanto o
número de onda mais amplificado apresenta um erro absoluto de 3× 10−4.

6.2. Influência da estratificação de densidade

Esta análise tem como finalidade investigar como a estratificação influencia o
desenvolvimento das instabilidades. No problema formulado em (4.30), a estratificação
é caracterizada pelo número de Richardson da salinidade e a relação de densidades,
quando este segundo parâmetro tem valores diferentes de uma unidade, lembrando
que Rρ = Ri2/Ri1. Por ser um estudo de correntes hipopicnais, será considerado
valores sempre maiores que a unidade, isto é, o fluido com concentração salina é mais
denso que o fluido com partículas em suspensão. Porém ainda não serão considerados
os efeitos de dupla difusividade (τ = 1) e efeitos de deposição das partículas (us = 0).

Este caso apresenta as mesmas características de convergência da solução
que a camada de mistura homogênea. Por este motivo foram adotados 90 pontos
para realizar as outra análises. Também foi realizada uma análise preliminar levando
em consideração números de onda longitudinais, com resultados apresentados na
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Figura 6.4., onde observa-se que a taxa de amplificação decresce com o aumento do
número de onda transversal. Neste caso o teorema de Squire é confirmado e podemos
considerar β = 0 para as demais análises.
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Figura 6.4. Isolinhas de taxa de amplificação em função dos números de onda longitu-
dinal e transversal. Resultados para Re = 5000, Rρ = 1, 5 e Ri2 = 0, 4.

Posteriormente foram realizadas análises com números de Richardson da salini-
dade 0, 3, 0, 4 e 0, 5 em função da relação de densidade e número de onda longitudinal.
O número de Reynolds é constante nesta análise uma vez que os efeitos viscosos
não tem influência no desenvolvimento de instabilidades para esta configuração de
escoamento, conforme foi visto anteriormente. O valor Re = 5000 foi adotado.

A Figura 6.5. apresenta os resultados obtidos levando em consideração os
parâmetros descritos acima. Na Figura 6.5.a temos as taxas máxima de amplificação e
na Figura 6.5.b os números de onda mais amplificados, ambos em função da relação
de densidade e do número de Richardson da salinidade.

Nas curvas de taxa de amplificação é possível observar um decrescimento de
0, 1897 em Rρ = 1 (caso homogêneo) até zero significando que existem valores críticos
de relação de densidade a partir dos quais o escoamento é estável. Esses valores
críticos encontrados são de 2, 2, 6667 e 6 para os valores de número de Richardson da
salinidade de 0, 5, 0, 4 e 0, 3, respectivamente. Convertendo estes valores críticos de
relação de densidades em número de Richardson da concentração de sedimentos com
a equação

R1crit =
Ri2
Rρcrit

(6.1)
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Figura 6.5. Taxas máximas de amplificação (a) e seus números de onda corresponden-
tes (b) em função da relação de densidades e número de Richardson salino.

é possível observar uma diferença constante de 0, 25 entre Ri2 e Ri1crit. A Tabela 6.5.
apresenta este comportamento para diferentes valores de número de Richardson da
salinidade considerados.

Tabela 6.5. Relação entre Ri2 e Ri1crit .

Ri2 Rρcrit Ri1crit Ri2 −Ri1crit
0, 3 6 0, 05 0, 25
0, 4 2, 6667 0, 15 0, 25
0, 5 6 0, 25 0, 25

Nas curvas de número de onda mais amplificado observa-se um crescimento
de 0, 4449 no caso homogêneo até aproximadamente 0, 5 para a relação de densidade
crítica. Números de onda para relações de densidade além do valor crítico não foram
considerados porque o escoamento é estável. A velocidade de fase não foi apresentada,
pois apresenta o mesmo comportamento do caso homogêneo.

A Figura 6.6. apresenta os campos de perturbação obtidos a partir dos autove-
tores correspondentes ao modo mais amplificado, nesse caso o modo KH, para uma
relação de densidade igual a dois e número de Richardson da salinidade igual a 0, 4. O
eixo x1 está em normalizado em função do comprimento de onda transversal

λ =
2πL

α
=
πδu
α
, (6.2)

para a combinação de parâmetros desta figura λ ≈ 6, 68δu. Nas Figuras 6.6.a, 6.6.b,
6.6.c e 6.6.d, as linhas pretas são isolinhas positivas e as linhas cinzas e pontilhadas
são isolinhas negativas.

É possível observar estruturas centradas em x2 = 0 que é a posição com
máximo gradiente do escoamento de base (equações 4.3a, 4.3b e 4.3c). Os campos de
perturbação da concentração de sedimentos (Figura 6.6.c) e salinidade (Figura 6.6.d)
possuem a mesma forma porém são defasados em meio comprimento de onda. A
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Figura 6.6. Campos de perturbação do modo KH para velocidade longitudinal (a),
velocidade vertical (b), concentração de sedimentos (c) e concentração salina (d).
Resultados Rρ = 2 e Ri2 = 0, 4. Isolinhas em escala logarítmica entre 0, 01 e 1.

Figura 6.7. apresenta o campo de pertubação da vorticidade (Figura 6.7.a) na direção
transversal e o campo total da mesma componente de vorticidade (Figura 6.7.b),
definida por

ω3 =
∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

. (6.3)

O campo total é composto pela soma de um campo de perturbação com o escoamento
de base. Nesta figura observa-se a presença de vórtices no sentido anti-horário centra-
dos na região de máximo gradiente do escoamento de base (x2 = 0). Este sentido de
rotação dos vórtices é determinado pela presença apenas de isolinhas negativas no
campo total (Figura 6.7.b).
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Figura 6.7. Campo de perturbação da vorticidade na direção transversal do modo KH.
Resultados Rρ = 2 e Ri2 = 0, 4. Isolinhas em escala logarítmica entre 0, 01 e 1.
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Figura 6.8. Teste de convergência da solução do problema. Resultados para m = 100,
θ = 100, Rρ = 2 e us = 2, 5× 10−2.

Esses resultados sugerem, de maneira geral, que maiores números de Richard-
son da salinidade tendem a amortecer o escoamento diminuindo o valor crítico da
relação de densidade, e que nesta configuração, o modo de perturbação mais amplifi-
cado é o modo de Kelvin-Helmholtz.

6.3. Como as partículas afetam as instabilidades?

A influência das partículas é caracterizada pela velocidade de queda modelada
pela lei de Stokes. Porém, não serão considerados os efeitos duplo-difusivos (τ = 1).
Os efeitos viscosos, assim como nos outros casos anteriores, não tem importância
quando o número de Reynolds excede um valor crítico. Os valores de parâmetros
fixados nessa investigação, além da relação de difusividades, são número de Reynolds
igual a 5000, número de Richardson da salinidade igual a 0, 4.

Um novo teste de convergência da solução foi realizado uma vez que há um
novo parâmetro sendo considerado no problema. A Figura 6.8. apresenta o resultado
obtido nesse teste, onde σie é a taxa de amplificação para N = 300. É possível observar
que este caso tem características de convergência diferente dos casos anteriores. A
solução converge em aproximadamente 100 pontos, desta forma foi adotado N = 120

para realizar as análises.

Posteriormente ao teste de convergência foi realizada uma análise com o ob-
jetivo de validar o teorema de Squire, ou seja, foram considerados números de onda
longitudinais. Novamente foi observado, com auxilio da Figura 6.9., que a taxa de ampli-
ficação decresce para valores de β maiores que zero e que os modos mais amplificados
acontecem para um número de onda transversal nulo.

A Figura 6.10. apresenta os resultados obtidos com os parâmetros definidos an-



53

0, 08
0, 06

0, 03

0, 03

0, 03

0 0, 2 0, 4 0, 6 0, 8 1

α

0

0, 1

0, 2

0, 3

0, 4

β

Figura 6.9. Isolinhas de taxa de amplificação em função dos números de onda transver-
sal e longitudinal. Resultados para Rρ = 1, 5 e us = 2, 5× 10−2.

teriormente. Nas curvas da velocidade de fase é possível observar uma alteração para o
modo KH. Quando a velocidade de queda é nula (condição do tópico 6.2), a velocidade
de fase é aproximadamente igual ao valor da advecção média do escoamento de base.
Porém, conforme a velocidade de queda das partículas aumenta, a velocidade de fase
decresce de forma proporcional à us (Figura 6.10.c). As taxas máximas de amplificação
e número de onda mais amplificado do modo KH permanecem iguais aos encontrados
anteriormente. As descontinuidades presentes nas curvas de número de onda mais
amplificado (Figura 6.10.b) e velocidade de fase (Figura 6.10.c) acontecem porque
exite uma mudança do modo predominante, caraterizado pela taxa de amplificação.

É possível observar que um outro modo é mais amplificado que o modo KH
para uma faixa de relação de densidades quando a velocidade de queda assumi
valores maiores que 10−2. Esse modo, que não consta na literatura, possui um número
de onda característico aproximadamente cinco vezes menor que o do modo KH e
velocidade de fase em torno de −1. No presente estudo este modo será chamado de
SD (Settling-Driven).

A Figura 6.11. mostra como o campo de concentração de sedimentos é defor-
mado em função da velocidade de queda das partículas. Assim como na Figura 6.6., o
eixo x1 está em normalizado em função do comprimento de onda, as linhas pretas são
isolinhas positivas e as linhas cinzas e pontilhadas são isolinhas negativas.

Como foi visto, a velocidade de queda não altera as taxas de amplificação e o
número de onda do modo KH. Desta forma, as deformações no campo de perturba-
ção da concentração de sedimentos continuam caracterizando uma instabilidade de
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Kelvin-Helmholtz, porém, com o aumento da velocidade de queda o escoamento pode
estar mais propicio a desenvolver instabilidades secundárias. De forma qualitativa, é
possível observar este fenômeno nos trabalhos de Henniger et al. (2010) e Henniger
e Kleiser (2012) que realizaram simulações numéricas diretas em uma configuração
de escoamento de base semelhante à que esta sendo tratada e neste trabalhos. É
possível observar que posteriormente ao desenvolvimento dos vórtices KH é iniciado
o desenvolvimento de instabilidades de Rayleigh-Taylor causadas pelos efeitos de
deposição das partículas.

A Figura 6.12. apresenta os campos de perturbação do modo SD, seguindo
o mesmo padrão da Figura 6.6.. É possível observar estruturas descentradas e as-
simetrias e assim como no modo KH, os campos de concentração de sedimentos e
salinidade apresentam uma defasagem de meio comprimento de onda.
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Figura 6.12. Campos de perturbação do modo SD para velocidade transversal (a),
velocidade vertical (b), concentração de sedimentos (c) e concentração salina (d).
Resultados para Rρ = 2.5 e us = 2, 5× 10−2. Isolinhas em escala logarítmica entre 0, 01
e 1.

A Figura 6.13. apresenta o campo de perturbação e campo total da vorticidade
na direção transversal do modo SD calculado a partir da equação (6.3). É possível
observar um mecanismo diferente de formação de vórtices quando comparado ao modo
KH. Neste caso, observa-se a presença vórtices contra-rotativos na região insferior do
domínio onde o gradiente de velocidade do escoamento de base tende à tornar-se nulo
(x2 ≈ −1). A característica contra-rotativa destes vórtices é definida pela alternância de
isolinhas positivas e negativas no campo total (Figura 6.13.b).

6.3.1. Qual é o modo dominante?

O modo dominante, para esse caso, é apresentado na Figura 6.14. em função da
velocidade de queda e da relação de densidades. Para cada par de us e Rρ é possível
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Figura 6.13. Campo de perturbação da vorticidade na direção transversal do modo SD.
Resultados Rρ = 2 e Ri2 = 0, 4. Isolinhas em escala logarítmica entre 0, 01 e 1.

saber se existe o crescimento de instabilidades KH ou SD ou se o escoamento é
estável. Observam-se dois valores importantes de velocidade de queda, o primeiro
que é de aproximadamente 2, 24 × 10−2 a partir do qual o modo SD pode se tornar
o modo mais amplificado. E o segundo, aproximadamente 3, 55 × 10−2, é o valor em
que o escoamento se torna incondicionalmente instável. Também podemos observar
que enquanto a velocidade de queda é menor do que 2, 24 × 10−2, o valor crítico de
relação de densidade se mantém conforme previsto quando a velocidade de queda foi
considerada nula (Rρcrit = 2, 6667 para Ri2 = 0, 4).

10−2

10−1

100 101

Modo KH

Modo SD

Estável

u
s

Rρ

Figura 6.14. Interface entre os modos KH e SD em função da velocidade de queda e
relação de densidade.
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6.4. Qual a influência da dupla difusividade?

Para responder essa pergunta, foi considerado que o fluido com sedimentos
em suspensão possui uma difusividade molecular menor do que a do fluido com
concentração salina (κ̃1 < κ̃2), resultando em valores de relação de difusividades
maiores do que uma unidade. As análises realizadas levaram em consideração um
número de Richardson da salinidade de 0, 4, número de Schmidt da salinidade igual a
um e não foram considerados os efeitos de deposição das partículas (us = 0).

A Figura 6.15. apresenta o resultado do teste de convergência da solução
quando a dupla difusividade é considerada. Observa-se que a solução converge para
aproximadamente 290 pontos. Isto quer dizer que para estudar os efeitos duplo-difusivos
são necessários três vezes mais pontos no domínio em relação aos casos estudados
anteriormente. Para realizar as análises envolvendo dupla difusidade foram utilizados
300 pontos.
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100
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|σ
i
−
σ
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|

N

Figura 6.15. Teste de convergência da solução do problema. Resultados para m = 100,
θ = 100, Rρ = 2, Re = 7500 e τ = 100.

Levando em consideração o número de onda transversal, conforme apresentado
na Figura 6.16., podemos constatar que com a presença da dupla-difusividade o te-
orema de Squire é válido, porém, também existe um outro modo de instabilidade na
direção transversal que é mais amplificada quando α = 0. A presença desta instabi-
lidade transversal torna necessária a realização das análises também considerando
números de onda transversais. A seguir as análises serão realizadas separadamente
nos domínios transversal e longitudinal e posteriormente serão comparados. É necessá-
rio enfatizar que uma instabilidade transversal que se desenvolva bidimensionalmente,
quando somada ao escoamento de base, torna o escoamento tridimensional.
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Figura 6.16. Isolinhas de taxa de amplificação em função dos números de onda trans-
versal e longitudinal. Resultados para Re = 7500, τ = 100 e Rρ = 2.

6.4.1. O modo transversal (α = 0)

A instabilidade causada por efeitos duplo-difusivos torna-se direcional na pre-
sença do cisalhamento, formando ângulos retos com o escoamento de base quando
possuem sua máxima taxa de amplificação (α = 0). Isto quer dizer que esta instabili-
dade é fortemente amortecida com o crescimento de α. Esta característica faz com
que a instabilidade tome a forma de vórtices longitudinais ou, conforme é chamada na
literatura, salt sheets (SMYTH; KIMURA, 2007).

Para caracterizá-la, primeiramente foi realizada uma análise com a finalidade
de verificar a dependência deste modo de instabilidade com o número de Reynolds.
A Figura 6.17. apresenta as curvas de taxa de amplificação e número de onda mais
amplificado em função de Re para Rρ = 2 e τ = 100. É possível observar que, assim
como nos casos anteriores, a taxa de amplificação deste modo tende a convergir para
um valor conforme o número de Reynolds aumenta, porém esse comportamento não é
observado para o número de onda mais amplificado. Maiores números de Reynolds
tendem a gerar perturbação com menores comprimentos de onda transversais.

A Figura 6.18. apresenta o comportamento da taxa amplificação máxima (Fi-
gura 6.18.a) e número de onda transversal mais amplificado (Figura 6.18.b) quando
consideramos variações das relações de densidades e difusividades. É possível ob-
servar para relações de densidades menores do que 10 que σimax não sofre grandes
variações para relações de difusividades maiores do que 50 . Porém, para valores de
Rρ maiores que 10 a relação de difusividades tem grande influência sobre a relação de
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Figura 6.17. Taxas máximas de amplificação (a) e seus números de onda correspon-
dentes (b) em função do número de Reynolds. Resultados para Rρ = 2 e τ = 100.
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Figura 6.18. Taxas máximas de amplificação (a) e números de onda mais amplificados
(b) em função da relações de densidades e difusividades. Resultados para Re = 104

densidades crítica. O número de onda transversal mais amplificado não tem grandes
variações com esses dois parâmetros, desta forma pode-se concluir que o número de
Reynolds é o principal parâmetro que regula o comprimento de onda desta instabilidade.
A velocidade de fase não foi apresentada porque este é um modo não oscilatório, ou
seja, possui frequência nula.

A Figura 6.19. apresenta a forma característica deste modo com o eixo x3 em
termos de comprimentos de onda transversais, onde as linhas pretas são isolinhas
positivas e as linhas cinzas e pontilhadas são isolinhas negativas. Observa-se es-
truturas centradas em x2 = 0, o campo de perturbação da componente longitudinal
da velocidade (Figura 6.19.b) apresenta um cisalhamento na região de interface. Da
mesma forma que o modo KH, os campos de perturbação da concentração de sedi-
mentos (Figura 6.19.c) e salinidade (Figura 6.19.d) possuem a mesma forma porém
são defasados em meio comprimento de onda. gadfly julia

6.4.2. As instabilidades longitudinais (β = 0)

Quando são considerados apenas os números de onda longitudinais (β = 0),
além do modo KH um segundo modo causado por efeitos duplo-difusivos ganha
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Figura 6.19. Campos de perturbação do modo Salt Sheet para velocidade vertical (a),
velocidade longitudinal (b) concentração de sedimentos (c) e concentração salina (d).
Resultados para Re = 104, τ = 100 e Rρ = 2. Isolinhas em escala logarítmica entre 0, 01
e 1.

importância. Este modo, denotado por DDl (duplo-difusivo longitudinal), tem como
característica principal, entre outras, um número de onda com duas ou até três ordens
de grandeza maior do que o típico 0, 444 do modo KH. Esta diferença entre os números
de onda dos dois modos justifica as descontinuidades na curva de número de onda mais
amplificado, conforme pode ser observado no diagrama de estabilidade apresentado
na Figura 6.20..
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Modo DDt

Estável

αmax

Figura 6.20. Fronteira de estabilidade e número de onda mais amplificado em função
da relação de densidades e número de onda. Resultados para Re = 7500 e τ = 100.

A Figura 6.21. apresenta as taxas máximas de amplificação, números de onda
mais amplificados e o valor absoluto da velocidade de fase. As curvas de velocidade de
fase estão em termos de valor absoluto porque para cada combinação de parâmetros
existe uma curva positiva e outra negativa. Na coluna à esquerda os resultados com
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τ = 10 e na coluna à direita os resultados com τ = 100. A partir destes resultados
é possível observar que o modo DDl possui uma dependência com o número de
Reynolds e também é um modo oscilatório (Figuras 6.21.e e 6.21.f) composto por um
par de ondas de mesma intensidade que viajam em direções opostas. Conforme o
crescimento do número de Reynolds ou da relação de difusividades este modo vai
se tornando o modo mais amplificado para faixas de relação de densidades cada vez
maiores (Figuras 6.21.c e 6.21.d).
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Figura 6.21. Taxas máximas de amplificação (a,b), seus números de onda correspon-
dentes (c,d) e valor absoluto da velocidade de fase (e,f) em função da relação de
densidade e número de Reynolds. Resultados para τ = 10 (a,c,e), τ = 100 (b,d,f),
Ri2 = 0, 4 e Sc2 = 1.

A Figura 6.22. apresenta os campos de perturbação do modo DDl da velocidade
longitudinal, velocidade vertical, concentrações de sedimentos e salinidade. A linha
inferior é uma aumento dos campos de perturbação com a finalidade de melhor observar
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os campos de perturbação. Da mesma forma que na Figura 6.6., o eixo x1 esta
normalizado em função do comprimento de onda longitudinal e as linhas pretas são
isolinhas positivas enquanto as linhas cinzas e pontilhadas são isolinhas negativas.
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Figura 6.22. Campos de perturbação do modo DDl para velocidade transversal (a,e),
velocidade vertical (b,f) concentração de sedimentos (c,g) e concentração salina (d,h).
Resultados para Re = 7500, τ = 100 e Rρ = 3. Isolinhas em escala logarítmica entre
0, 01 e 1.

Por ser composto por um par de ondas com mesma intensidade que viajam em
direções opostas, este modo resulta em uma estrutura descentrada e anti-simétrica,
que se forma próxima à região em que o gradiente do escoamento de base tende a
ser nulo. Segundo Smyth e Kimura (2007), o modo DDl é uma instabilidade do tipo
fingering que se torna oscilatória devido a interação de efeitos duplo-difusivos com o
cisalhamento da camada de mistura.

6.4.3. Qual é o modo dominante?

Para esta finalidade, primeiramente foi considerado uma análise com variação do
número de Reynolds e as relações de densidades e difusividades porém foi observado
que para qualquer combinação destes parâmetros, o modo Salt-sheets (α = 0) é
sempre mais amplificado que o modo DDl. Como as taxas de amplificação dos modos
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KH e Salt-sheets não sofrem variações para números de Reynolds maiores do 104,
este parâmetro foi retirado da análise. Resultando em uma interface entre os modos e
a região estável que é função apenas de Rρ e τ , conforme a Figura 6.23..

100
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100 101

Modo KH

Estável

Salt-sheets

τ

Rρ

Figura 6.23. Interface entre os modos mais amplificados KH e Salt-sheets em função
das relações de densidades e difusividades. Resultados para Re = 104.

Nesta figura é possível observar que existe um valor mínimo da relação de
densidades a partir do qual a dupla difusividade deve ser considerada que é de 2, 176.
Também observa-se que a interface entre os modos instáveis é uma função de Rρ e τ
e que a dupla difusividade tendem a desestabilizar o escoamento em condições em
que normalmente seria estável, conforme dito em Kundu e Cohen (2010).
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7. CONCLUSÕES

A teoria da estabilidade linear modal foi empregada ao longo deste estudo
objetivando melhor compreender as instabilidades que se desenvolvem em correntes de
densidade do tipo pluma hipopicnal. Resultados foram obtidos levando em consideração
os efeitos da estratificação, efeitos de sedimentação e efeitos duplo-difusivos. Para
esta finalidade, um código computacional baseado em operadores diferenciais de
Chebyshev e algoritmo QZ foi desenvolvido e validado com o caso de camada de
mistura homogênea.

A investigação consistiu em analisar a validade do teorema de Squire, as taxas
máximas de amplificação, seus números de onda e velocidades de fase correspon-
dentes, a identificação dos modos de instabilidade presentes em cada situação e a
definição das condições sob as quais cada modo é o mais amplificado. O parecer geral
das características citadas anteriormente de cada caso estudado estão apresentados
a seguir.

7.1. Em relação à estratificação de densidade

Os resultados das análises neste caso permitiram verificar a validade do teorema
de Squire e que os modos de instabilidade mais amplificados são os longitudinais.
Da mesma forma que no caso de camada de mistura homogênea foi observado que
os efeitos viscosos não tem grande influência no desenvolvimento de instabilidades
deixando de alterar suas características a partir de um valor crítico de número de
Reynolds que é de aproximadamente 1000. Isto quer dizer que a viscosidade tem um
efeito estabilizante no escoamento.

Maiores concentrações salinas tendem a amortecer o escoamento, isso foi
observado com o decrescimento dos valores críticos de relação de densidades em
função do crescimento do número de Richardson da salinidade. O modo de instabilidade
mais amplificado foi identificado como KH apresentando variações de até 12, 6% no
seu comprimento de onda, em relação ao caso homogêneo, em função do aumento da
relação de densidades.
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7.2. Em relação à presença de partículas

A presença das partículas, caracterizada pela velocidade de queda modelada
pela lei de Stokes, altera as características de convergência da solução obtida através
do código computacional sendo necessário utilizar uma maior resolução. Da mesma
forma que no caso anterior, o teorema de Squire é verificado, os modos de instabilidade
mais amplificados são transversais. Também foi observado que os efeitos viscosos não
tem grande influência no desenvolvimento de instabilidades conforme o tópico anterior.

Estes efeitos de sedimentação não alteram as taxas de amplificação e com-
primentos de onda caraterísticos do modo KH porém causam uma deformação em
sua amplitude e uma alteração na velocidade de fase proporcional à velocidade de
queda das partículas. Tal transformação pode propiciar o escoamento a desenvolver
instabilidades secundárias. Desta forma, torna-se necessário realizar um estudo mais
detalhado de instabilidade secundária com a finalidade de melhor compreender este
efeito que as partículas causam no modo KH.

Também foi observado um outro modo de instabilidade que pode ser o modo mais
amplificado para velocidades de queda maiores do que 2, 24× 10−2. Esta instabilidade,
denotada no presente estudo por SD, é caracterizada por um comprimento de onda
até cinco vezes maior do que o modo KH e velocidade de fase aproximadamente
igual à −1 torna o escoamento incondicionalmente instável para velocidades de queda
maiores do que 3, 55× 10−2.

7.3. Em relação à dupla difusividade

A inclusão dos efeitos duplo-difusivos foi levada em consideração quando que o
fluido com concentração salina possui menor número de Schmidt do que o fluido com
concentração de sedimentos, ou seja, a relação de difusividades é sempre maior do
que uma unidade. Neste caso foi observado uma situação bem diferenciada em relação
aos casos anteriores, tais como a importância dos efeitos viscosos e a presença de
instabilidades transversais mais amplificadas.

Durante as análises, três modos de instabilidade foram identificados: um modo
longitudinal conhecido na literatura como Salt-sheets, o modo DDt e o modo KH. Foi
observado que o primeiro modo é sempre mais amplificado do que o segundo e que
existe uma combinação das relações de densidades e difusividades para definir a
fronteira entre o modo KH e os Salt-sheets. Concluiu-se que o valor mínimo da relação
de difusividades a partir do qual a dupla difusividade deve ser considerada é de 2, 176.
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8. PROPOSTA PARA TRABALHOS FUTUROS

A partir desta dissertação, alguns desdobramentos dos tópicos abordados são
interessantes para futuras pesquisas. Podemos citar:

• Um estudo de instabilidades secundárias do modo KH levando em consideração
os efeitos de deposição das partículas;

• Análises que levem em consideração a variação das espessuras da camada de
mistura e das quantidades escalares;

• Uma abordagem para a modelagem da velocidade de queda das partículas que
leve em consideração a estratificação do fluido ambiente e quais as diferenças
podem representar nas características de estabilidade;

• A inclusão de mais do que um tamanho de grão no escoamento, visto que um
escoamento real pode apresentar muito mais tipos diferentes de partícula;

• Análises que levem em consideração a interação dos efeitos de deposição das
partículas com a dupla difusividade.
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A. ADIMENSIONALIZAÇÃO DAS EQUÇÕES

Partindo das equações de Navier-Stokes, na forma dimensional, é demonstrada
a sua homogeneidade dimensional, sendo o espaço, o tempo e a massa representados
L, T e M respectivamente,

∂ũj

∂t̃
+ ũk

∂ũj
∂x̃k

= ν̃0
∂2ũj
∂x̃k∂x̃k

− 1

ρ̃0

∂p̃

∂x̃j
+ g̃j

(
1 +

2∑
`=1

γ̃`ϕ̃`

)
, (A.1)

[
L

T 2

]
+

[
L

T

] [
L

T

] [
1

L

]
=

[
L2

T

] [
L

T

] [
1

L2

]
−
[
L3

M

] [
M

LT 2

] [
1

L

]
−
[
L

T 2

] [
L3
] [ 1

L3

]
(A.2)

Realizando as devidas simplificações, ficam somente os termos de aceleração.
A adimensionalização de cada termo da equação (A.1) é feita da seguinte forma:

• u =
2ũ

∆ũ
;

• p =
2p̃

ρ̃0∆ũ2
;

• t =
t̃∆ũ

δu
;

• x =
2x̃

δu
;

• ϕ` =
2ϕ̃`
ϕ̃`max

, com ` = 1, 2.

A substituição de cada termo da equação (A.1) pelas adimensionalizações
acima, resulta em

∆ũ2

2δu

(
∂uj
∂t

+ uk
∂uj
∂xk

)
= ν̃0

2∆ũ

δ2
u

∂2uj
∂xk∂xk

− 1

ρ̃0

ρ̃0∆ũ2

2δu

∂p

∂xj
+ g̃j +

2∑
`=1

g̃j γ̃`
ϕ̃`max

2
ϕ̃`. (A.3)

multiplicando (A.3) por
2δu
∆ũ2

e substituindo g̃′` = g̃γ̃`
ϕ̃`max

2
, obtemos a equação

∂uj
∂t

+ uk
∂uj
∂xk

= − ∂p

∂xj
+
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∂2uj
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+ 2
g̃jδu
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2
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∆ũ2

ϕ`e
g
j , (A.4)
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que pode ser reescrita como

∂uj
∂t

+ uk
∂uj
∂xk

=
1

Re

∂2uj
∂xk∂xk

− ∂p

∂xj
+Ri0e

g
j +Ri2

(
1

Rρ

ϕ1 + ϕ2

)
egj . (A.5)

Utilizando o mesmo procedimento na equação de transporte escalar da con-
centração de partículas, primeiramente é demonstrada a homogeneidade dimensional

∂ϕ̃1

∂t̃
+
(
ũj + ũse

g
j

) ∂ϕ̃1

∂x̃j
= κ̃1

∂2ϕ̃1

∂x̃j∂x̃j
, (A.6)
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1
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T

] [
1

L5

]
. (A.7)

Realizando os devidos cancelamentos, ficam somente os termos de taxa de
variação temporal da concentração. Substituindo cada termo da equação (A.6) pelas
adimensionalizações utilizadas para as equações de Navier-Stokes

∆ũ

2δu
ϕ̃1max

∂ϕ1

∂t
+

∆ũ

2δu
ϕ̃1max

(
uj + use

g
j

) ∂ϕ1

∂xj
= 2

κ̃1

δ2
u

ϕ̃1max

∂2ϕ1

∂xj∂xj
, (A.8)

dividindo (A.8) por
2δu

∆ũϕ̃1max

e multiplicando e divido o termo ao lado direito da igualdade

por ν̃0

∂ϕ1

∂t
+
(
uj + use

g
j

) ∂ϕ1

∂xj
=

4ν̃0

∆ũδu

κ̃1

ν̃0

∂2ϕ1

∂xj∂xj
, (A.9)

podendo ser reescrita na forma

∂ϕ1

∂t
+
(
uj + use

g
j

) ∂ϕ1

∂xj
=

1

ReSc1

∂2ϕ1

∂xj∂xj
. (A.10)

A equação de transporte escalar da concentração salina difere da equação de
transporte escalar da concentração de partículas apenas pelo termo use

g
j e por este

motivo a sua adimensionalização não será apresentada.
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B. LINEARIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES

A partir das três etapas de linearização das equações governantes do problema,
será demonstrado primeiramente o procedimento para as equações da quantidade de
movimento e posteriormente para a equação de transporte escalar.

Na primeira etapa deve-se decompor as variáveis do escoamento em uma parte
estacionária (escoamento de base) e outra transiente (perturbações) na forma

qj(xj, t) = q̄j(xj) + q′j(xj, t), (B.1)

onde qj é uma quantidade qualquer do escoamento. Aplicando esta decomposição nas
equações da quantidade de movimento resulta em

∂ūj
∂t

+
∂u′j
∂t

+ ūk
∂ūj
∂xk

+ ūk
∂u′j
∂xk
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∂xk

+ u′k
∂u′j
∂xk

= − ∂p̄

∂xj
− ∂p′

∂xj

+
1

Re

∂2ūj
∂xk∂xk

+
1

Re

∂2u′j
∂xk∂xk

+Ri0e
g
j +

2∑
`=1

Ri`ϕ̄`e
g
j +

2∑
`=1

Ri`ϕ
′
`e
g
j .

(B.2)

Posteriormente deve ser feita a subtração das equações para o escoamento de base

∂ūj
∂t

+ ūk
∂ūj
∂xk

= − ∂p̄

∂xj
+

1

Re

∂2ūj
∂xk∂xk

+Ri0e
g
j +

2∑
`=1

Ri`ϕ̄`e
g
j (B.3)

com a equação resultante da decomposição (B.2). Esta subtração é possível porque o
escoamento de base é uma solução da equação.

Esta etapa resulta em

∂u′j
∂t

+ ūk
∂u′j
∂xk

+ u′k
∂ūj
∂xk

+ u′k
∂u′j
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+

1

Re

∂2u′j
∂xk∂xk

+
2∑
`=1

Ri`ϕ
′
`e
g
j . (B.4)

Finalmente, por meio de análise de ordem de grandeza, descartamos os termos
de produto entre perturbações. Desta forma obtendo a equações da quantidade de
movimento linearizadas

∂u′j
∂t

+ ūk
∂u′j
∂xk

+ u′k
∂ūj
∂xk

= − ∂p
′

∂xj
+

1

Re

∂2u′j
∂xk∂xk

+
2∑
`=1

Ri`ϕ
′
`e
g
j . (B.5)

De maneira análoga, é feito o mesmo procedimento para a equação de transporte
escalar da concentração de partículas. Decomposição das variáveis do escoamento
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conforme (B.1):

∂ϕ̄1

∂t
+
∂ϕ′1
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Subtração da equação para escoamento laminar

∂ϕ̄1
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+
(
ūj + use

g
j

) ∂ϕ̄1

∂xj
=

1

ReSc1

∂2ϕ̄1
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com (B.6), resultando em
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. (B.8)

E a eliminação dos termos de segunda ordem

∂ϕ′1
∂t

+
(
ūj + use

g
j

) ∂ϕ′1
∂xj

+ u′j
∂ϕ̄1

∂xj
=

1

ReSc1

∂2ϕ′1
∂xj∂xj

. (B.9)

A equação de transporte escalar da concentração salina segue o mesmo proce-
dimento que não será apresentado porque difere da equação de transporte escalar da
concentração de partículas apenas pelo termo use

g
j .
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