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Resumo

Esta dissertacao aborda o problema de analise de estabilidade robusta de sistemas lineares
discretos sujeitos a atraso de transporte e incertezas paramétricas que podem aparecer de forma
racional na representacido por espaco de estados do sistema. As condigoes de estabilidade sao
baseadas em funcionais de Lyapunov-Krasovskii e sao obtidas através da aplicacao de decom-
posigoes nao lineares de fungbes vetoriais racionais. As condigoes de estabilidade propostas
podem ser dependentes e independentes do atraso e sao expressas através de desigualdades
matriciais lineares (ou LMIs).
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Abstract

This Master thesis addresses the robust stability analysis problem of uncertain discrete-time
linear systems subject to state delay, where the system state-space representation is allowed to
be a rational function of the uncertain parameters. The stability conditions are obtained from
Lyapunov-Krasovskii functionals with polynomial parameter dependence by means of nonlinear
decompositions of rational vector functions. The proposed results are divided into delay de-
pendent and delay independent, and they are expressed in terms of linear matrix inequalities
(LMIs) constraints.
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Capitulo 1

Introducao

Modelos de sistemas dindmicos sujeitos a incertezas e atrasos de transporte sao amplamente
encontrados em diversas areas de conhecimento, como por exemplo, matemética, engenharia,
fisica, economia e biologia [19]. Nestes sistemas, suas incertezas devem ser modeladas para
garantia de estabilidade de sistemas de controle. Além disso, a presenca do atraso de transporte
compromete as caracteristicas dindmicas do sistema, prejudicando sua performance [37], além
de ser fontes de oscilagoes [24, 30, 40]. Sendo assim, desconsiderar o efeito da fase do atraso
de transporte no projeto de um controlador pode prejudicar a estabilidade e o desempenho do
sistema em malha fechada.

Recentemente, o estudo de sistemas com atraso tem despertado grande interesse na area de
pesquisa de sistemas de controle e varios métodos de anélise e sintese tém sido desenvolvidos
com o passar dos anos [24, 40, 37|. Assim como no caso de sistemas incertos sem a presenga
do atraso, técnicas baseadas em conceitos de estabilidade quadratica tém se mostrado efetivas
para lidar com estes problemas [40]. Porém, em alguns casos a estabilidade quadratica pode
levar a resultados bastante conservadores [27]. Uma das formas de se contornar este problema
é através da utilizagdo de fungdes de Lyapunov dependentes de parametros.

No caso de sistemas em tempo discreto, uma das formas mais naturais para tratar o atraso de
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transporte é através da inclusao de novos estados no sistema [31]. Entretanto, para sistemas com
grandes atrasos de transporte ou quando o atraso é varias vezes superior & taxa de amostragem,
estes sistemas podem possuir uma dimensao muito grande e a insercao de novos estados resulta
em um sistema de elevada ordem. Isto aumenta a complexidade ou até mesmo impossibilita
a utilizagdo de técnicas de otimizagao convexa na solugao de problemas de controle. Outro
problema que ocorre é quando o atraso nao é perfeitamente conhecido e existe a dificuldade de
obter-se uma representagao sem o atraso [31, 21]. Geralmente, nestes casos utilizam-se condigoes
suficientes para provar a estabilidade de sistemas sujeitos a atrasos de transporte de maneira
similar ao caso continuo [19].

Trabalhos realizados utilizando tais conceitos sdo usualmente descritos de duas formas: in-
dependente e dependente do atraso [3, 24, 37, 30]. A condi¢ao independente do atraso verifica
estabilidade do sistema para qualquer valor do atraso de transporte, enquanto que a condigao
dependente do atraso é menos conservadora, pois o sistema é estavel desde que o atraso de
transporte nao ultrapasse um determinado valor [21]. Tais condigbes sdo baseadas em dife-
rentes modelos e transformacoes, e o sistema é geralmente descrito em termos de equagoes de
diferencas funcionais levando aos conceitos de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii e Lyapunov-
Razumikhin [19, 37]. Para utilizar-se tais conceitos, uma das formas mais empregadas para a
determinacao da estabilidade do sistema ¢é a descrigao do problema em termos de desigualdades
lineares matriciais, ou LMIs (Linear Matriz Inequalities).

LMIs sao utilizadas em vérios problemas praticos especificos em engenharia de controle,
tendo como principal vantagem a solugao de forma convexa [2]. Como uma LMI pode ser repre-
sentada de diversas formas e dificilmente ela esta representada em sua forma afim, é necessaria a
utilizagao de alguns métodos de conversao. Pode-se citar o uso do complemento de Schur que é
amplamente aplicado neste sentido, bem como o Lema de Finsler que permite obter formulacoes
equivalentes para testes de LMIs e a insergao de restrigoes [2, 8]. Com o passar dos anos, novas

técnicas e teoremas foram desenvolvidos a fim de facilitar sua resolugao e aplicagdo. Atualmente
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existem diversos softwares capazes de solucionar LMIs de forma satisfatoria, como por exemplo,
LMTI Control Toolbox [18] para MatLab.

Nota-se que a descricao do problema em termos de LMIs tem sido uma das abordagens
mais empregadas para a obtencao de condigoes de andlise e sintese de controle para sistemas
com atraso, sendo que grande parte destes resultados foram desenvolvidos para sistemas em
tempo continuo, como por exemplo, as referéncias [16, 32]. Contudo, é conveniente desenvolver
condigoes de estabilidade para sistemas em tempo discreto, visando implementagoes digitais em
tempo real [21].

Apesar do apelo pratico, poucos métodos foram desenvolvidos para sistemas discretos com
atraso. Alguns exemplos de resultados sao apresentados em [14, 15, 24, 14| que utilizam uma
representacado da dindmica do sistema através de modelos de sistemas descritores (incluindo
a classe de sistemas neutrais), e em [40| onde s@o propostas condi¢oes de estabilidade inde-
pendentes do atraso para sistemas descritos por logica difusa. Ainda pode-se citar condicoes
dependentes do atraso propostas em [21] e [36] que apresentam critérios de estabilidade e esta-
bilizagao quadratica. Outros trabalhos também foram desenvolvidos para controle desta classe
de sistemas, como por exemplo, controle via custo garantido em [3], controle robusto em [22] e
controle de sistemas chaveados em [37].

Ao mesmo tempo, salienta-se que vérios esforcos tém sido realizados com o objetivo de re-
duzir o conservadorismo das condigoes de estabilidade. Em especial, estes esforcos tém sido
direcionados na busca de técnicas dependentes de pardmetros para determinar a estabilidade
de sistemas com incertezas de forma politopica [16]. Segundo esta abordagem, um dos proble-
mas encontrados é quando o vetor de incertezas nao aparece de forma afim nas matrizes do
sistema. Nos tdltimos anos, varias formulacoes convexas para o problema foram propostas na li-
teratura como o conceito de multi-convexidade [12], estabilidade bi-quadratica 33|, estabilidade
estendida [8], entre outras. Um exemplo desde problema ocorre em modelos discretos prove-

nientes da discretizagao de sistemas continuos quando utilizam-se transformagoes bi-lineares ou
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do tipo backward [13], resultando em matrizes do sistema com dependéncia racional no vetor de
pardmetros. Uma possivel formulagao para este caso é através da utilizagao da representagao
por diferengas algébricas (denominada de representagao DAR) [6], pois permite modelar toda a
classe de fungoes vetoriais racionais na incerteza.

Resultados para determinar condigoes que asseguram a estabilidade robusta de sistemas
lineares em tempo discreto sujeitos a atrasos de transporte sao apresentados nesta dissertacao.
Tais resultados consideram condigoes dependentes e independentes do atraso e com o objetivo
de reduzir o conservadorismo sao estendidos para condig¢oes dependentes de pardmetros. As
condicoes propostas sdo expressas em termos de restricoes LMIs obtidas a partir de funcionais

de Lyapunov-Krasovskii.

Descricao dos Capitulos

Primeiramente, no Capitulo 2 sao apresentados alguns conceitos fundamentais para o desen-
volvimento dos resultados principais desta dissertagdo. No Capitulo 3, sdo expostas as formu-
lacoes LMIs para tratar o problema de andlise de estabilidade de sistemas discretos sujeitos a
atraso no estado, considerando funcionais de Lyapunov-Krasovskii quadraticos. Neste capitulo
também ilustra-se a aplicagao da metodologia proposta através de exemplos numéricos. No Capi-
tulo 4, as formulagoes LMIs do Capitulo 3 sao estendidas para funcionais de Lyapunov-Krasovskii
dependentes do vetor de pardmetros. Da mesma forma, um exemplo ilustra a aplicagdo. As

consideragoes finais e propostas futuras sao apresentadas no Capitulo 5.



Capitulo 2

Conceltos Basicos

Neste capitulo sao apresentados alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento dos
resultados principais desta dissertagao. Este conceitos fundamentais sao mostrados de forma
resumida neste capitulo e portanto exigem um certo conhecimento dos temas abordados. Caso
necessario, o leitor pode obter maiores detalhes e informagoes nas seguintes referéncias: teoria
de Lyapunov [20], desigualdades matriciais lineares (LMIs) [2], sistemas incertos [10] e sistemas

com atraso [19].

2.1 Estabilidade por Lyapunov

A estabilidade de um sistema pode ser caracterizada pela energia do sistema. Em outras
palavras, se a energia de um sistema tende a zero quando o tempo tender ao infinito, entao
o sistema é dito assintoticamente estavel. Os métodos de Lyapunov possuem a habilidade de
verificar a estabilidade através de uma fungao escalar que procura descrever a energia do sistema.
Se esta fungao, conhecida como fungao de Lyapunov, for positiva e decrescente, pode-se concluir
que o sistema é assintoticamente estavel. A verificagao da estabilidade de um sistema pode ser
realizada através dos métodos indireto ou direto (segundo método de Lyapunov) [20].

Pelo segundo método de Lyapunov verifica-se a estabilidade sem solucionar o conjunto de
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equacoes diferenciais que descrevem o sistema. Sua limitacdo estd em determinar uma funcao
de Lyapunov que caracterize a estabilidade. Caso a fun¢do seja encontrada, a estabilidade
esta verificada, porém em caso contrario, nada pode-se afirmar a respeito da estabilidade do
sistema. Ressalta-se que o método direto de Lyapunov pode ser aplicado a sistemas forcados
e nao forcados, lineares e nao-lineares, estacionarios ou variantes no tempo, deterministicos ou
estocasticos [9].

Em contrapartida, o método indireto de Lyapunov verifica a estabilidade do sistema deter-
minando se a aproximacao linear do sistema em torno do ponto de equilibrio é estavel. Desta
forma, pelo método indireto a estabilidade do sistema é caracterizada localmente, isto é, em
uma regiao em torno do ponto de equilibrio. Enquanto que a resposta de sistemas nao-lineares
é limitada ou nao-limitada, talvez dependa de condigoes iniciais ou das condic¢oes for¢adas do
sistema e ainda pode possuir oscilagoes em torno de um valor constante de pico, em sistemas
lineares invariantes no tempo o sistema é estavel ou instavel, independente das condigoes iniciais
ou das entradas do sistema [9].

A seguir sao apresentadas algumas definicbes importantes para conceituar estabilidade com

base no seguinte sistema nao-linear:

= f(z,t), x(ty) = o (2.1)

onde x € R et > 0.

Teorema 1 (Existéncia e Unicidade [20]) A partir do sistema (2.1) e sendo f(z,t) continua

por partes em t, tal que satisfaca a condi¢ao de Lipschitz, dada por

[f(z1,t) = Sz, )| < Lllwy — wal|, Yy, 29 € B(r), (2.2)

onde B(r) ={z € R" | |[x — zo|| <7, 7 > 0}, YVt € [to,t1]. Entao existe algum 6 > 0 tal que a
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equagao (2.1) tenha uma inica solugao no intervalo [to, to + J].

Definigao 1 (Ponto de equilibrio) Para o sistema (2.1), z. € definido como um ponto de equi-

librio se f(ze,t) =0, Vt > 0.

Em geral, supoe-se que o ponto de equilibrio do sistema seja a origem. Porém caso isto nao
acontega, pode-se transladar o ponto de equilibrio x, & origem fazendo com que o 0 seja o ponto

de equilibrio do sistema transladado [28].

Definigao 2 (Estabilidade) O ponto de equilibrio x = 0 € dito ponto de equilibrio estdvel se

Vito >0 ee >0, exista um I(to,€) tal que

| zo ||< 0(to,€) = || z(t) |[<e, Vt>to,

onde x(t) € a solugao do sistema partindo de xo até ty.

Esta definigao de estabilidade requer que as trajetorias iniciadas dentro da regiao represen-
tada por B(6) de raio § nao ultrapassem a regiao B(e) de raio €, centrada no ponto de equilibrio

Te.

Definigao 3 (Estabilidade uniforme) O ponto de equilibrio x = 0 € dito ponto de equilibrio

uniformemente estdvel se 6 = (€), isto é, se § pode ser definido independentemente de tg.

Definigao 4 (Estabilidade assintotica) O ponto de equilibrio x = 0 € dito ponto de equilibrio

assintoticamente estdvel se
e £ =0 € um ponto de equilibrio estdvel,

e x =0 € atrativo, isto é, para todo tyg > 0 existe um §(to) tal que

| zo ||< 6(to) = limi—oo || z(2) ||= 0.
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A Defini¢ao 2 de estabilidade e o conceito de estabilidade assintotica sao ilustradas, segundo

[9], através da figura 2-10.

estavel

assintoticamente
estavel

Figura 2-1: Estabilidade assintotica e no sentido de Lyapunov

Definicao 5 (Estabilidade uniforme assintotica) O ponto de equilibrio x = 0 é dito ponto de

equilibrio uniformemente assintoticamente estdvel se
e x =0 € um ponto de equilibrio uniformemente estdvel,
o As trajetorias de x(t) convergem uniformemente a 0, ou seja, existe 6 > 0 e uma fungao

v(t,xo) : Ry X Ry — Ry tal que limy_oo y(t, x0) = 0 para todo x¢ € B(J) e

| zo|[<o = | z() ||I<y(t —to,z0), Vit=>to.
As definicoes anteriores referem-se a estabilidade local, ou seja, nas vizinhancas do ponto de
equilibrio. Conceitos de estabilidade global sdo mostrados a seguir.

Definigao 6 (Estabilidade global assintotica) O ponto de equilibrio x = 0 € dito ponto de

equilibrio globalmente assintoticamente estdvel se é estdvel e limy_,o x(t) = 0 Vg € R™.

Definigao 7 (Estabilidade global uniforme assintotica) O ponto de equilibrio x = 0 é dito ponto

de equilibrio global, uniforme e assintoticamente estdvel se € globalmente assintoticamente estdvel
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e a convergéncia para a origem € uniforme no tempo, ou seja, existe uma fungdo v : Ry x Ry, —
R4 tal que

| z(t) |< y(t —to,z0), V>0, z9€R".

Definicao 8 (Estabilidade exponencial [20]) O ponto de equilibrio x = 0 € dito ponto de equi-
librio exponencialmente estdvel se existir um X e uma estimativa da taxa de convergéncia o > 0
tal que

Fz(t) < Ae™ ) g ||, V| 2(to) [S e e t =t

A seguir, apresentam-se alguns conceitos importantes na andlise de estabilidade de sistemas

através do método direto de Lyapunov.
Definigao 9 (Funcao definida positiva) Sendo © = 0 o ponto de equilibrio de (2.1), D C R"

uma regigo contendo x =0 e V : D — R uma funcdo continua e diferencidvel tal que

(2.3)
V(z) >0, parax#0 e D—{0}

entio a fungao V(x) € dita ser definida positiva e D é o dominio de V (x).
Definigao 10 (Fungao semi-definida positiva) Sendo x = 0 o ponto de equilibrio de (2.1),

D CR" a regigo contendo x =0 e V : D — R uma fungdo continua e diferencidvel tal que

(2.4)
V(z) >0, paraz#0 e D—{0}

entio a fungao V(x) é chamada de semi-definida positiva.

As definigoes 9 e 10 também sao validas para fungoes definidas e semi-definidas negativas,

substituindo V(z) > 0e V(z) > 0 por V(z) < 0 e V(z) < 0 respectivamente.
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Com base nos conceitos definidos acima, apresenta-se o seguinte resultado que caracteriza a

estabilidade pelo método direto de Lyapunov [20].

Teorema 2 (Estabilidade por Lyapunov) Sendo V : D +— R, wuma fungao positiva definida
no dominio D C R™ contendo a origem e a derwada de V' em torno das trajetorias de (2.1),

denotada por V e dada por

Vi) = OV s = ngf() (25)
[ i) |

_ [SX v ng] R = % j(a) (2.6)
| o) |

entio, se V(x) € semi-definida negativa (V(z) <0), a trajetéria x(t) é estdvel. Caso V(zx) seja

definida negativa (V(ac) < 0) o sistema € assintoticamente estdvel.

2.1.1 Estabilidade Quadratica

O método de Lyapunov consiste na busca de uma fun¢do de Lyapunov definida positiva,
cuja derivada seja definida negativa para todas as trajetérias do sistema.
Uma das fungoes candidatas a funcao de Lyapunov mais utilizadas é a funcao quadratica

definida da seguinte maneira:

V(z) =2'Pz = Zn: Zn:pijxixj, (2.7)

i=1 j=1

onde P € R"*™ & uma matriz simétrica, ou seja, P = P’, cujos elementos sao p;; e x;, z; sdo 0s
elementos do vetor de estados = [20].

Para que V' (z), dada por (2.7), seja definida positiva é necessario que a matriz P seja definida
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positiva (P > 0), isto ¢, todos os autovalores de P sejam reais e maiores que zerol'. A estabilidade
de um sistema sera caracterizada se a derivada de V(x) for (semi-)definida negativa.

Para ilustrar a aplicagao do método de Lyapunov, considere o seguinte sistema linear:

i(t) = Az(t) (2.8)

onde x € R™ é o vetor de estados do sistema e A é uma matriz de dimensao apropriada.

A derivada de V(z) em torno das trajetorias do sistema (2.8) ¢ dada por:

V(z) = a'Pi+ i'Pr=22'Pi
= 2'PAx +2'A'Px (2.9)

= 2/ (PA+A'P)x

Relembrando, pelo Teorema 2, se V (z) é definida positiva e V (z) é definida negativa, conclui-
se que o sistema é assintoticamente estavel, ou seja, todos os autovalores de A tem a parte real
menor que 0 [20]. Quando V(z) é uma fungao quadratica, a analise de estabilidade traduz-se
a: (i) se P ¢é definida positiva, entdao V(z), ¢ definida positiva, e (i) se a matriz PA 4+ A'P
for definida negativa, entao, V(a:) é definida negativa. Em outras palavras, as condi¢oes do
Teorema 2 estao satisfeitas, logo, o sistema é estéavel e os estados convergem para a origem [28|.

De forma resumida, para que o sistema seja estavel, busca-se uma matriz P = P’ definida
positiva tal que a matriz PA + A'P seja definida negativa. Este problema pode ser reescrito
dentro da formula¢ao conhecida como Desigualdades Matriciais Lineares (ou LMIs, do termo
em inglés Linear Matriz Inequalities [2]). Utilizando pacotes computacionais como LMI Control

Toolboz [18] e SeDubMi [29], a formula¢ao LMI permite determinar numericamente problemas na

'O mesmo vale no caso de V(x) ser semi-definida positiva, porém os autovalores de P sido semi-definidos
positivos, logo (P > 0).
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forma:

P=P >0|AP+PA<O, (2.10)

onde P é a variavel de decisao.

Com a utilizagdo do problema definido em (2.10), a verificagdo de estabilidade do sistema
(2.8) reduz-se a um teste de factibilidade LMI. Ressalta-se que para sistemas lineares invariantes
no tempo, o teste de estabilidade em (2.10) é uma condi¢do necessaria e suficiente. Mas, em

geral, para sistemas dindmicos, as condigoes de estabilidade de Lyapunov sao apenas suficientes.

2.1.2 Estabilidade de Sistemas Discretos

Conceitualmente, os resultados apresentados para sistemas continuos sao utilizados de forma
natural em sistemas discretos. Entretanto, devido a descontinuidade da trajetoria dos estados as
condigbes de estabilidade por Lyapunov sao caracterizadas pela busca de fungdo V(x) definida

positiva tal que a sua variagao

AV(z) =V(x(k+1)) — V(x(k))

seja definida negativa.
Especificamente para sistemas lineares, a representagao discreta da equagao (2.8) é definida
da seguinte maneira:

o(k + 1) = Az(k), (2.11)

onde k € N,
Utilizando-se a forma quadratica definida em (2.7) como fun¢ao de Lyapunov, a analise de

estabilidade por Lyapunov consiste na busca de uma matriz simétrica definida positiva P tal
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que
AV(z(k) = V(z(k+1)) = V(x(k))
= x(k+1)Px(k+1) —z(k) Px(k) 2.12)
= x(k)A'PAx(k) — z(k) Px(k)
= z(k)/(A'PA — P)x(k)
seja definida negativa.

Logo, para provar a estabilidade em sistemas discretos é suficiente que V(z(k)) > 0 e

AV (x(k)) <0, isto é, pela formulagdo LMI:

P=P >0| AAPA-P<O0. (2.13)

Para o caso particular acima, as condi¢bes de Lyapunov sdo necessérias e suficientes para a
estabilidade assintotica do sistema [25]. Observa-se, também, que os testes para verificagdo de
estabilidade sdo transformados em um problemas de factibilidade LMI de maneira similar ao

caso continuo.

2.2 Sistemas com Atraso

Atrasos de transporte sdo freqiientemente encontrados em diversos sistemas na engenharia,
comunicagao e biologia e a presenca destes afeta significativamente as caracteristicas dindmicas
do sistema, prejudicando o desempenho [37] e sendo fontes de instabilidade e de oscilagoes
[24, 30, 40]. Entretanto o estudo de sistemas com atraso tém recebido muita atenc¢do e vérios
métodos de analise e sintese tem sido desenvolvidos com o passar dos anos [40, 37]|.

Além disso, quando o atraso nao é perfeitamente conhecido ou quando a incerteza é variante
no tempo, existe uma dificuldade em representar um sistema equivalente sem o atraso [31].

No caso discreto, o problema de estabilidade em sistemas com atraso pode ser facilmente

contornado através da inser¢ao de uma dindmica adicional na (matriz) fun¢ao de transferéncia
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do sistema [31], como abaixo

2X(2) = Xo = AX(2)+27TA;X(2)
Xo = (2l - A—2TA)X(2) (2.14)
X(z) = (2l —A—2"T"Ay) 1 Xo.

Contudo, em muitas situacoes, esta solucao nao é adequada ou até mesmo nao pode ser aplicada.
Por exemplo, em sistemas nos quais o atraso de transporte é vérias vezes superior a taxa de
amostragem, a insercao da din&mica adicional resulta em um sistema de elevada ordem, o que
dificulta a utilizagao de técnicas de otimizacao convexa na solugao de problemas de controle.
Por outro lado, quando o atraso nao é perfeitamente conhecido ou quando o atraso é variante no
tempo, existe a dificuldade de obter-se uma representagao sem o atraso |31, 21|. Nestes casos, a
analise de estabilidade é realizada em termos de equagoes de diferengas funcionais levando aos
conceitos de estabilidade de Razumikhin e Lyapunov-Krasovskii [19, 37|, sendo a descri¢ao do
problema em termos de desigualdades lineares matriciais uma das formas mais utilizadas para
a determinacao da estabilidade do sistema.

O desenvolvimento de métodos utilizando tais conceitos usualmente sdo descritos de duas
formas: dependente e independente do atraso [24, 37, 30| e geralmente o caso de estabilidade de-
pendente do atraso é considerado menos conservativo do que o caso de estabilidade independente
do atraso [21].

A classe de sistemas lineares discretos com atraso a ser considerada nesta dissertagao é
descrita pela equagao:

a(k+1) = Az(k)+ Agz(k —7) (2.15)

z(k) = ¢, Vke|-7,0]
onde z(k), z(k—7) € R"™ sao os vetores de estados sem e com atraso, respectivamente, A e Ay €
R e 7 < R & um ntmero inteiro positivo representando o atraso de transporte com 7 € [0, 7],
onde 7 é o atraso maximo. O conceito de estado inicial z(0) é substituido pela seqiiéncia de

valores iniciais ¢y, entre —7 e 0.
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A Figura 2-2 ilustra um exemplo, proposto em [21], de um sistema linear discreto dado por
(2.15), sujeito a diferentes atrasos de transporte nos estados. Para este caso, as matrizes A e

A, sdo dadas por

0.8 0 —0.1 0
A= € Ad = )

0 091 -0.1 -0.1

onde os estados foram sujeitos aos atrasos 7 = 0, 7 = 30 e 7 = 100 e a trajetoria vista na

Figura 2-2 corresponde ao estado xs.

Figura 2-2: Sistema sujeito a diferentes atrasos 7

Nota-se que o sistema é estavel sem atraso (7 = 0). Quando o atraso ¢é inserido, a performance
do sistema é prejudicada (7 = 30) ou ainda pode tornar o sistema instéavel (7 = 100).
A seguir sdo apresentados conceitos de Lyapunov-Krasovskii e Razumikhin para a determi-

nacao da estabilidade de sistemas com atraso.

2.2.1 Lyapunov-Krasovskii

Para sistemas sem a presenca de atraso de transporte, um efetivo método para determinar
estabilidade de sistemas é o método de Lyapunov [19]. Como visto anteriormente, busca-se
uma fungao de Lyapunov V(z(k)), que quantifica o desvio entre os estados e a solucao trivial 0.

Para sistemas com a presenca de atrasos de transporte, a analise de estabilidade é determinada
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seguindo o mesmo principio, porém o conceito de estado inicial é substituido por uma seqiiencia
inicial z(#) no intervalo 6 € [—, 0] representada por ¢y. Logo, para sistemas com atraso, busca-
se um funcional V(zy) dependente de ¢y, medindo assim o desvio entre a seqiiencia zj e a
solugao trivial 0. Este método é conhecido como Lyapunov-Krasovskii, e V() é denominado de
funcional de Lyapunov-Krasovskii. O seguinte Teorema caracteriza a estabilidade por Lyapunov-

Krasovskii [19].

Teorema 3 (Lyapunov-Krasovskii [19]) Considere o sistema (2.15). Se existem um funcional
V(xg) continuo e escalares positivos €1,€2 e €3, tal que as condigées em (2.16) sao satisfeitas,

entao o sistema € assintoticamente estdvel.

all¢(0)1? < V(zk) < ealdull?

AV (zg) < —esl|p(0)]12,

(2.16)

onde

AV (zg) :=V(x(k+1)) — V(z(k)).

2.2.2 Razumikhin

O método Lyapunov-Krasovskii necessita de variaveis de estado x(k) no intervalo [k, k — 7]
e requer manipulacao de funcionais, o que, conseqiientemente, faz sua aplicacao ser de com-
plexa implementacao, dependendo do processo envolvido. Tais dificuldades sao muitas vezes
contornadas utilizando-se do teorema de Razumikhin, que envolve somente fungdes ao invés de
funcionais [19].

A idéia geral deste teorema consiste em utilizar uma fun¢ao V(x(k)), que representa o
tamanho de z(k). No caso de sistemas com a presenca do atraso de transporte é necessario

mensurar o tamanho xy, que é realizado da seguinte maneira:

V(zg) = 9?[1?7}—(,0] V(z(k+6)) (2.17)



CAPITULO 2. CONCEITOS BASICOS 17

Se V(x(k)) < V(zx), ndo é necessario que AV (z) < 0, pois AV (z) > 0 nao faz AV (xy,)
divergir. Sendo assim, para V(z;) ndo aumentar, somente é necessario que AV (z(k)) nao seja

definida positiva sempre que V(x(k)) > V(zp).

Teorema 4 (Razumikhin [19]) Considere o sistema (2.8). Se eziste uma fungao V (z(k)) con-

tinua e escalares positivos €1, €3, €3 € €4, tal que sejam satisfeitas as condigoes

etflz]* < V(z(k)) < ellz]1? (2.18)

AV (x(k)) < —eslla(B)[?,  se V(a(t+0)) < ea(V(a(t))), (2.19)

entao o sistema € assintoticamente estdvel para 6 € [—T,0].

2.2.3 Funcionais de Lyapunov-Krasovskii

O estudo de estabilidade de sistemas com atraso pode ser realizado de duas maneiras: in-
dependente ou dependente do atraso presente [24, 37, 30]. Utilizando-se de condiges indepen-
dentes, o valor do atraso nao aparece explicitamente nas condi¢des de teste de estabilidade.
Sendo assim, presume-se que o atraso possa assumir qualquer valor dentro do intervalo [0, c0).
Pela abordagem dependente do atraso, preocupa-se em verificar intervalos de valores de atraso
onde o sistema seja estavel. Neste caso os testes de estabilidade contém este atraso e busca-se

um intervalo 6 € [0, 7] onde 7 é o atraso méaximo permitido.

Estabilidade Independente do Atraso

Provavelmente uma das formas mais simples para critério de estabilidade do sistema discreto
com atraso (2.15) pode ser obtida através de funcionais de Lyapunov-Krasovskii definidos da

seguinte forma:

V(zy) = Vi(x) + Va(zy) (2.20)
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onde

Vi(z) = (k) Px(k), (2.21)
k—1

Vo(zg) = x(r) Qx(r), (2.22)

com P e @ sendo matrizes simétricas e definidas positivas a serem determinadas [19].

A variagdo de V (zy), denominada AV (zy), é determinada através da seguinte relagao

AV (zx) = AVi(z) + AVa(y), (2.23)
onde
AVi(z(k)) = z(k+1)'Pz(k+1) — x(k) Px(k), (2.24)
k k—1
AVo(zy) = Y a(r)Qu(r) - z(r) Qx(r) (2.25)
r=k—7+1 r=k—1

e, portanto,

AV (xy) = 2(k+ 1) Pk +1) — 2(k) (P — Q)x(k) —z(k — 7)'Qz(k — 7). (2.26)

Se V(xy) € positiva definida e AV (z) é negativa definida, pode-se concluir que o sistema é

assintoticamente estavel.

Estabilidade Dependente do Atraso

O funcional de Lyapunov-Krasovskii para obter-se condigoes de estabilidade dependentes de
atraso pode ser dado por

Vi(zg) = Vi(z) + Va(zg) + Va(ag), (2.27)
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onde V; e V3 sdo como em (2.24) e (2.25), respectivamente, e

0 k—1
V)= S0 S w0 Sy, (2.28)

p=—7+1r=k—1+4p

com S sendo uma matriz constante e simétrica a ser determinada e
y(r)=xz(r+1)—x(r), vr. (2.29)

De maneira similar aos funcionais independentes do atraso, a variacao de V3(zy), i.e. AVs(zg),

é dada por:

0 k 0 k—1
AVi(we) = > > y)Syr) = > > () Sy(r)

p:7T+1 T:k+p P:*T+1 T:k"_p_l

= Ty(k)Sy(k) — > y(r)'Sy(r) (2.30)
=k

Se V(xy) € positiva definida e AV () é negativa definida, pode-se concluir que o sistema é

assintoticamente estével para todo 7 € [0, 7].

2.3 Sistemas Incertos

Recentemente problemas de estabilidade robusta e estabilizagao robusta para sistemas incer-
tos com atraso tém sido estudados. Similarmente ao caso de sistemas incertos que nao possuam
atrasos, técnicas baseadas em conceitos de estabilidade quadratica e estabilizagdo quadratica
tém se mostrado efetivas para se lidar com estes problemas [40].

Na préatica, diversos sistemas possuem parametros incertos, que também devem ser modela-
dos para garantir a estabilidade do projeto de controle. Tais parametros pode ser inseridos para
simplificacao do modelo ou representam incertezas reais nos parametros.

Existem diversas formas de representar as incertezas do sistema, sendo possivel citar repre-
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sentagoes lineares fracionais |38, 11|, representagoes nao-lineares fracionais [34], representagao
através de equacoes de diferengas algébricas [6, 5|, bem como, a representagao por incertezas
politopicas [19, 26, 22, 1].

A seguir sao apresentados conceitos de incertezas de forma politopica e a representagao de

diferengas algébricas (ou DAR) que serao utilizadas nos resultados apresentados neste trabalho.

2.3.1 Incertezas Politopicas

Um politopo pode ser definido como um conjunto de elementos que pode ser descritos como
a soma convexa de um ntmero finito de pontos, chamados de vértices deste politopo [19].
Considere um politopo A, que representa o conjunto admissivel de um vetor de pardmetros

incertos A € R™ pode ser definido da seguinte maneira:

N N
A:{Aeﬁm,viE%m,aiG%H\:Zawi,Zaizl,aiZO,izl,...,N}, (2.31)

i=1 i=1

onde os vetores v;, i = 1,..., N, representam os N vértices de A e V(A) representa o conjunto
de todos os vértices de A.
A Figura 2-3 apresenta uma interpretacio grafica para a representacao do politopo, com

N =5.

Figura 2-3: Conjunto politépico com vértices v;, para i=1,...,5

Supondo que o sistema (2.11) esta sujeito a incertezas no modelo, representadas pelo vetor
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de incertezas A, obtém-se a seguinte representagao:
z(k+1)= ANz, para A €A (2.32)

onde x € R™ é o vetor de estados, A € R™ ¢é o vetor de pardmetros incertos, A é o politopo
conhecido representando os valores admissiveis de A, sendo que a variacdo d\ desses paradmetros
pode ser limitada ou nao (dependendo do contexto), e A(A) € R"*" ¢ uma fungao matricial em
A. Nesta dissertagao, assume-se que A(\) possa ser uma fun¢ao matricial racional em A, sendo
as fungoes matriciais polinomiais e afins em A casos particulares.

Por simplicidade, suponha que A(\) é uma fungao afim em A, isto é:

AN = Ay + i AiA; . (2.33)

i=1

Para verificar-se a estabilidade do sistema incerto (2.32) com (2.33) e supondo uma fungao
de Lyapunov quadrética, pode ser utilizado o resultado apresentado em (2.13) levando-se a

seguinte condi¢ao na forma de desigualdades matricias:
P=P >0]| AN)'PAN) —P<0,VX€A. (2.34)

As condigoes apresentadas acima nao podem ser numericamente tratadas, pois teriamos que
resolver um numero infinito de LMIs (isto é, a condigao (2.34) para cada A pertencente a A).

No entanto, sabendo que PP~ = I, as condicdes podem ser reescritas por
P=P >0| AN'PP'PA)N) —P<0,VAcA. (2.35)

Desta forma é possivel utilizar o resultado conhecido como Complemento de Schur (a ser

apresentado na proxima segao), na qual a desigualdade apresentada acima pode ser reescrita na
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seguinte forma:

-P AP
P=P >0| F(P\ = <0. (2.36)

PA(\) —P

Como F(P,\) é afim em A, ndo é necessario resolver (2.36) para todo o A em A, mas apenas
para os valores dos vértices do politopo A. Desta forma, pode-se determinar a estabilidade
robusta do sistema incerto (2.32) com (2.33) através de um conjunto finito de LMIs [2, 10].

De maneira similar, pode-se utilizar o procedimento acima para analisar a estabilidade ro-
busta de sistemas com atraso no estado. Para ilustrar este procedimento, suponha que o sistema

(2.32) esta sujeito a um atraso de transporte 7, isto é:

2(k+1) = ANz(k) + AgN)z(k —7), A€ A, (2.37)

onde Ay4(A) e A(N) s@o fungdes matriciais afins no vetor de parametros incertos A.

Como veremos no proximo capitulo, pode-se obter condi¢oes LMIs para determinar a esta-
bilidade assintotica do sistema (2.37) utilizando um conjunto de ferramentas algébricas comuns
a formulagao LMI. Desta forma, é possivel considerar que A(\) e Ag(\) sdo matrizes constantes

em cada vértice de A e testar N condigoes (2.34), uma para cada vértice.

Funcgoes de Lyapunov Dependentes de Parametros

Para se investigar a estabilidade, o uso das fungoes de Lyapunov tem sido largamente aplica-
dos na analise de robustez, no projeto de controladores e filtros para sistemas lineares incertos.
Entretanto, em alguns casos a estabilidade quadratica pode levar a resultados bastante con-
servadores [27]. Uma das formas utilizadas na literatura para reduzir o conservadorismo das
condicoes baseadas em fungoes quadraticas é a utilizagao de fungoes de Lyapunov dependentes
de parametros.

Para ilustrar o procedimento da aplicacao de func¢oes de Lyapunov dependentes dos pardme-
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tros, considere o sistema apresentado em (2.32) com (2.33). Suponha que o vetor de parametros

incertos e sua variagao dada por

SA(R) = A(k+1) — A(k), (2.38)

sao limitados a uma regiao politopica A com vértices conhecidos, isto é, (A(k),dA(k)) € A, onde
a notacgao A(k) € A significa que (A(k),0) € A.

Para reduzir o conservadorismo de testes de verificagao de estabilidade para o sistema (2.32)-
(2.33), utiliza-se uma classe de fungdes de Lyapunov incluindo a dependéncia de parametros na
matriz P [17, 33, 12|. A forma mais comum empregada na literatura é uma fungdo matricial

P()) afim em )\, isto é:

onde Py, P, P, ..., P,, sao matrizes simétricas a serem determinadas.
Aplicando diretamente a fungao acima em (2.36), obtém-se as seguintes desigualdades ma-
triciais

_ —P(\) AN P(SX + N)
PN =P\ >0 | F(Py,...,P,,,\) = <0. (2.40)

POX+NAN)  —P(0A+))
Note que a condigao (2.40) nao é mais afim no pardmetro A, devido ao produto P(d\ +
A)A(N) que aparece em F(Py, ..., Py, ,\). Nos tltimos anos, varias formulacoes convexas para
o problema acima forma propostas na literatura como o conceito de multi-convexidade [12],

estabilidade bi-quadratica [33], estabilidade estendida [8], entre outras.
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2.3.2 Representagao por Diferengas Algébricas

Em diversas situagoes, o vetor de incertezas A nao aparece de forma afim nas matrizes do sis-
tema. Isto ocorre principalmente em modelos discretos provenientes da discretizagao de sistemas
continuos quando utilizam-se transformagoes bi-lineares ou do tipo backward [13], resultando em
matrizes do sistema com dependéncia racional no vetor de parametros .

Uma possivel formulagao do problema para sistemas com dependéncia racional na incerteza
é a utilizacdo da representacao por diferengas algébricas (denominada de representacao DAR).
Esta representacao pode modelar toda a classe de fungoes vetoriais racionais na incerteza, sendo
equivalente a representagdo NFT (nonlinear fractional transformation) proposta em [34], con-
trastando com a representacao politopica com dependéncia linear nos pardmetros normalmente
utilizada para descrever sistemas incertos [26, 22.

Para introduzir esta representagao, considere no sistema apresentado em (2.37) que A(A)
e Ag(\) sao fungoes matriciais racionais em A. A representacao DAR deste sistema é descrita
pelas seguintes equagoes por diferengas algébricas [6]:

2k +1) = ANa(k)+As (N (k= 1)+ As(\)m (k) (2.41)

0 = QU (N)z(k)+Q(Nz(k — 7)+Qs(N) (k)
onde m € R & um vetor auxiliar; e A1 € R™*", Ay € RV, A3 € R Q) € RTX" )y € RIX™
e Q3 € RT*™ sao matrizes afins em (k).
Para que a representacao acima seja bem definida, a varidavel m pode ser eliminada da ex-

pressao (2.41) retornando ao sistema original através da seguinte relagao:

(k) = —(Q3(N)' QM) 1) (U (N)z(k) + Qe(N)z(k — 1)) .

Portanto, a matriz Q3(\)'Q3(\) deve ser inversivel para todo A € A. Desta forma, assume-se

em relagao a representagao (2.41) que:
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A1l A matriz Q3()\) tem posto completo por colunas para todo A € A.

Claramente, a representacao politopica é um caso particular de (2.41) com 7= = 0. Analoga-
mente, a representagao DAR torna-se equivalente as representagoes LFT (linear fractional trans-
formation [39]) e representagoes diferenciais algébricas em [5] quando as matrizes A;, Ay e Aj
sao constantes e m é unicamente funcdo da incerteza.

Com o objetivo de ilustrar a utilizacdo da representagdo DAR, é apresentado o seguinte

exemplo.

Exemplo 1 Considere o sequinte sistema escalar:

0.5+ \2 0.1

x(k—1) (2.42)

Definindo o vetor auxiliar w(k) como

/
— | x® Ax@®  Nx®R) ozl AxlE-n)
m (k) [1+/\3 I+X3 14X THAZ 14A2 ] ’

obtém-se a representac¢io em (2.41) com

A1:0,A2:0,A3:[0.5 0 1 0.1 0],

[ | [0 ] (1 0 -x 0 o]
0 0 A -1 0 0 0
D=|0| . L={0ecBN= 0 X -1 0 0
0 1 0 0 0 —1 —A\
0 0 0 0 0 XA -1

Note que a representagdo acima € bem definida pois rank(Q3(X)) # 0 para qualquer A € RP.
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2.3.3 Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Pode-se considerar que o estudo de LMIs (Linear Matriz Inequalities) para sistemas dinami-
cos iniciou-se em 1890 com teoria de Lyapunov [2] e desde entao, sdo utilizadas em varios pro-
blemas praticos especificos em engenharia de controle, bem como, em problemas de filtragem e
observacgao de estados. Com o passar dos anos, novas técnicas e teoremas foram desenvolvidos
a fim de facilitar sua resolucao e aplicacao, e atualmente existem diversos softwares capazes de
solucionar LMIs de forma satisfatoria.

Uma LMI é genericamente descrita na forma

n
F(f) = F()—I—Z&FZ‘ > 0, (2.43)
=1

onde F; = F] € R7*7 sao matrizes constantes e o vetor £ € " representa as variaveis a serem
determinadas para a resolugao da desigualdade. Quando existe solugao para F(§) > 0, diz-se
que a LMI é factivel [19]. Entretanto, a grande maioria dos problemas na teoria de controle sao
formulados através de desigualdades na forma matricial como apresentada em (2.13) e (2.36),
onde as varidveis de decisdo sdo matrizes e nao vetores. Mas, existem softwares especificos
(Parsers) como o Yalmip [23] que traduzem o problema LMI para a formulagao genérica (2.43)
para entao utilizar-se programas de resolu¢cao LMI (chamados de Solvers), como o LMI Control
Toolboz (18] e SeDubMi [29]

No cenério atual, varios esforcos tém sido realizados para o desenvolvimento de teorias
de controle através da abordagem LMI, tendo como principal vantagem a solucdo de forma
convexa, porém, como uma LMI pode ser representada de diversas formas, dificilmente ela esta
representada em sua forma afim. Tais representacoes sao contornadas através de manipulacoes
algébricas com o intuito de converté-las em LMIs sendo que o complemento de Schur é largamente
aplicado neste sentido. Outra ferramenta 1til para se trabalhar com LMIs é o Lema de Finsler

que permite obter formulagoes equivalentes para testes de LMIs.
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2.3.4 Complemento de Schur

Algumas desigualdades matriciais ndo-lineares convexas podem ser convertidas para a formu-
lacao LMI usando o complemento de Schur, sendo esta, uma ferramenta béasica na manipulagao

de desigualdades matriciais [2].

Lema 1 (Complemento de Schur [10]) Supondo que Q = Q', M = M’ e R siao matrizes reais

de dimensdes apropriadas. Entdo, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

Q>0 e M—RQ 'R >0
MR (2.44)
1) >0
R Q
Note que o Complemento de Schur foi aplicado na expressao (2.35) para chegar a represen-

tagdo em (2.36) tornando a desigualdade matricial afim no parametro \. A seguir, apresenta-se

outro exemplo de aplicagao do Lema 1 extraido da referéncia [4].

Exemplo 2 Considere o sistema

onde x € R"™ € o vetor de estados, A\ € A C R™ o vetor de pardmetros incertos, z € R"=
representa o sinal de saida do sistema e A(X),C(X\) sdo matrizes afins em A com dimensoes
apropriadas.

Considerando conceitos de energia do sinal de saida, sendo « o seu limitante superior, a

condi¢ao de Lyapunov modificada € dada por

AP+ PAN) + a7 tC(\)C(N) <0,
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Aplicando o complemento de Schur em:

(AP + PAN)) -~ C(\) a™'C(N) >0,

M RQflR/

obtém-se a sequinte desigualdade matricial afim em o e X:

AQYP+PAN) OO |

C(\) —al,,

2.3.5 Lema de Finsler

Através da utilizacao do Lema de Finsler é possivel obter formulagoes equivalentes para testes
de LMIs sujeitas a restri¢oes de igualdade. Portanto, este lema é bastante 1til para inserir as
restri¢oes de igualdade presentes na representagao DAR levando a desigualdades matriciais sem

restrigoes de igualdade.

Lema 2 (Lema de Finsler [§]) Sendo x € R", Q € R™*™ ¢ uma fungao simétrica, B € R™"
é uma matriz tal que o posto de B < n e By é uma base para o espago nulo de B (BBy =0), as
sequintes condig¢oes sao equivalentes:

i) 2’Qr <0, Ve e R": Bx =0, z#0;

i) Q+ LB+ B'L <0, LeR"";

i) BLOBy < 0,;

) Q—aB'B <0, acR.

A seguir, apresenta-se um exemplo da aplicagdo do Lema de Finsler.

Exemplo 3 Considere o sistema (2.32) sendo que a representa¢ao DAR apresentada em (2.41)
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sem o atraso € definida por

z(k+1) = A (N)z(k)+Ax(N)7(k),

0 = UNzlk)+Q\) k).

Considerando que o sistema estd sujeito & sequinte desigualdade

2YQr <0,V | {Ql()\) 92()\)} ! =0. (2.45)

Visando obter uma formulagao LMI para o problema acima, aplica-se o Lema 2 levando a

segquinte condi¢do:

/

x Q 0
s 0 O

Ql<)\)/ , T
+L[91<A> () ] + L <0,
QQ()\)/ s

a qual pode ser solucionada através da sequinte LMI (construida nos vértices do politopo A):

Q 0

+L[QI<A> 92@)% L'<o,
0 0

onde L € uma nova varidvel de decisao introduzida pela aplicagao do Lema de Finsler.



Capitulo 3

Estabilidade Independente de

Parametros

O problema a ser abordado neste capitulo é o de determinar condigbes que assegurem a
estabilidade robusta de sistemas lineares sujeitos a atrasos de transporte para todo A(k) €
A. Primeiramente é apresentado o desenvolvimento do teorema para verificar a estabilidade
independente do atraso 7 e em seguida dependente do atraso.

A utilizacao dos métodos propostos neste capitulo sao referentes & seguinte classe de sistemas:

z(k+1) = A\Nk))z(k) + Aa(A(k))x(k — 1), 3.1)

w(k) = éu k) = o, VEE[ —7,0],
onde z(k) € R™ é o vetor de estados, x(k — 7) € R" é o vetor de estados com atraso, A(k) € R™
é o vetor de parametros incertos, 7 é um numero inteiro positivo representando o atraso de
transporte com 7 € [0,7] e T representando o atraso méaximo, ¢y e qNSk sao as seqiiencias de
valores iniciais de x(k) e A(k), respectivamente, entre —7 e 0. As matrizes A(-) e A4(-) s@o
fungoes racionais em A(k) com dimensoes apropriadas e bem definidas para todo A\(k) € A.

Com o objetivo de verificar a estabilidade, a classe de sistemas definida em (3.1) sera repre-

30
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sentada pelas equagoes de diferencas e algébricas (representagdo DAR) como definida em (2.41)

[6].

3.1 Estabilidade Independente do Atraso

Conforme apresentado no capitulo anterior, uma das formas utilizadas para analise de esta-
bilidade independente do atraso para o sistema (3.1) é obtida através de funcionais de Lyapunov-

Krasovskii definidos da seguinte forma:

Vixg) = Vi(x) + Va(xg), (3.2)
sendo que
Vi(z) = x(k)Px(k), (3.3)
k—1
Va(zy) = z(r)' Qx(r), (3.4)
r=k—r

com P e @ sendo matrizes simétricas e definidas positivas a serem determinadas [19].

Para verificar a estabilidade, se V() é positiva definida e AV (zy) é negativa definida,
pode-se concluir que o sistema é assintoticamente estavel. Entao, para aplicar os teoremas de
Lyapunov (teorema 2) e Lyapunov-Krasovskii (teorema 3), obtém-se a seguinte expressao para

a variagao dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii:

AV (k) = AV; (k) + AVa(k) (3.5)
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onde

AVi(k) = x(k+1)Px(k+1)— (k) Px(k), e (3.6)
k k—1
AVa(k) = ) a(r)Qu(r)— ) «(r)Qu(r). (3.7)
r=k—7+1 r=k—r

A partir da equagao (3.7), é possivel desenvolver o somatorio presente em AVh(k) a fim de

elimina-lo da equacao. Isto pode ser feito da seguinte forma

AVa(k) = [($(kT+1)/Qﬂf(k‘T+1)+:L"(k:7+2)'@x(k:7+2)+
+ a(k—7+3)Qu(k—7+3)+ - +a(k—1)Qu(k—1)+
b a0Qu(9)) — (07 Quk ) ek~ /el —7 41+
+ zk—74+2)'Qrk—7+2)+ax(k—7+3)Qr(k—T7+3)+ -+

+ o(k—1)Qxz(k — 1)” :
Por simplificagdo obtém-se:

AVa(k) = z(k)' Qx(k) — z(k — 7)'Qx(k — 7). (3.8)

Entao substituindo (3.6) e (3.8) em (3.5), a variagdo do funcional de Lyapunov-Krasovskii

definido em (3.2) fica na forma:

AV (k) = |z(k + 1) Px(k + 1) — z(k) Px(k) + z(k) Qz(k) — z(k — 7)'Qx(k — )|, (3.9)
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a qual pode ser reescrita da seguinte maneira

-x(k+1)-/-P 0 0 - -a:(k+1)-
AV(k)= |  z(k) 0 —P+Q 0 z(k) (3.10)
w(k—7) 0 0 Q|| xk—-7)
oy T (P,Q) T —

Em (3.10) sao definidas as matrizes n1(k) e II1(P, @), desta forma, a variagao do funcional

de Lyapunov-Krasovskii pode ser reescrita na seguinte forma compacta

AV (k) = m(k) (P, Q) m (k). (3.11)

Por outro lado, os elementos x(k + 1), z(k) e x(k — 7) do vetor auxiliar 1, (k) sdo dependentes
entre si e estao relacionados pela dinAmica do sistema (3.1). Esta relacao pode ser vista como

uma restrigao referente a 1 (k) na forma

0=|1, —A\) —A4s\) m (k). (3.12)

Como as matrizes A(-) e A4(-) podem ser fungoes racionais em A(k), utiliza-se a representacao

DAR do sistema. Portanto, a restrigdo acima é reescrita na seguinte forma:

| xz(k+1) ]
0= I, —Ai(A) —Ax(N) —A3(N) z(k)
0 (N ) 23N x(k — 1) (3.13)
iy (k)
L i
N1, (k)

onde m € RN™ é um vetor auxiliar contendo os termos nao lineares em A(k) , m1, (k) representa

!/

m (k) de forma aumentada, ou seja, m, (k) = [ (k) =(k) | e a matriz Q3(\) tem posto
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completo por colunas para todo A € A.

Relembrando que para assegurar a estabilidade do sistema (3.1), a variacao AV (xy), dada
por (3.11), deve ser negativa definida. Para obter uma condigdo que possa ser numericamente
testada, utiliza-se o Lema de Finsler (Lema 2) para que a restri¢ao (3.13) possa ser inserida em

AV (k). Desta forma, a condi¢ao

| (PQ) 0
N, (k) N, (k) <0,V (k) | ¥i(M)n1, (k) =0, n,(k) #0,
0 0,

¢ satisfeita para todo A(k) € A se

IL(P,Q) 0 . ;
+ LU\ + BN L <0, L e ROFmXHd) y \(k) e V(A).  (3.14)

0 0p
A partir desta formulagao, é proposto o seguinte resultado para a anélise de estabilidade
robusta de sistemas lineares independentes do atraso de transporte, utilizando o funcional de

Lyapunov-Krasovskii na forma quadratica em z e xy.

Teorema 5 Considere o sistema (3.1), com a sua representacio DAR em (2.41) satisfazendo
A1l. Seja A um politopo com vértices conhecidos, que define os valores admissiveis da incerteza
Ak). Suponha que existam matrizes P > 0, Q > 0 e L satisfazendo a LMI (5.14) para todo

A € V(A). Entao, o sistema (3.1) € assintoticamente estdvel para qualquer T € X e X € A.

Prova. Suponha que a LMI (3.14) é satisfeita para todo A € V(A), entdo por convexidade ela
também é satisfeita para todo \ € A.

Como P e @ sao definidas positivas, entao o funcional definido em (3.2) satisfaz

V(z,zr) > 0. (3.15)
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Além disso, note que Vi e V5 sdo formas quadraticas em = e xj, respectivamente. Portanto,

existem escalares positivos €1, €9 tais que:
erllz(k)|1” < V(z, ap) < ealaf? - (3.16)

Agora, considere a LMI em (3.14) e a represente de forma compacta por = < 0. Como ela é
estrita, existe um escalar €3 tal que Z 4 e3N{N; < 0, onde N; é uma matriz constante tal que

Ny m (k) = z(k), e.g.
Pré e pés-multiplicando Z + e3N{N; < 0 por 71, (k)" e n1, (k), respectivamente, obtém-se:

AV (z,2p) < —e3ljz(k)||>, VA €A, (3.17)

visto que W1(A) 1, (k) = 0, e o resto da prova segue a partir do Teorema de Lyapunov-Krasovskii

(Teorema 3).

3.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Conforme apresentado no capitulo anterior, o funcional de Lyapunov-Krasovskii para obter-

se condicoes de estabilidade dependentes de atraso pode ser dado por
V() = Vi(z) + Va(zk) + Va(zx) , (3.18)

onde V; é dada por (3.3), V2 por (3.4), e

0

k—1
V)= S Syl Sy, (3.19)

p=—7+1lr=k—-14p
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com S sendo uma matriz constante e simétrica a ser determinada e
y(r)y=x(r+1)—x(r), vr. (3.20)

A seguir é realizado o desenvolvimento das variagoes dos funcionais de Lyapunov dependentes

do atraso com

AV (z,z1) = AVi (k) + AVa(k) + AVs(k) (3.21)

onde AV;(k) e AV;(k) sao representadas por (3.6) e (3.8) respectivamente e

0 k 0 k—1
AVi(ze) = > > y@)VSy(ry— > D> y)Sylr). (3.22)

p=—7+1r=k+p p=—7+1r=k+p—1

De forma similar ao desenvolvimento realizado para AVa(k), é necesséario desenvolver AVs(k),

ou seja,

AVitar) = iﬂ ([ o0+ pSylhe+ o)+t o 1) Stk 1) +
+ ylk+p+2)Sylk+p+2)+- - +ylk—2)Sylk —2)+
a1yl = 1)+ RSy ) +
= (ko= 1Sy4p = 1)+t ) Sl )+
+ ylk+p+1)Sylk+p+1)+ylk+p+2)Sylk+p+2)+

+ oot y(k—2)Sy(k —2)+y(k —1)'Sy(k —1) )] ) (3.23)

Por simplificagao, tem-se:
0
AVae) = 30 [ulSu(h) otk + p = 1)Syli+p - D).

p=—71+1

Sem perda de generalidade, pode-se redefinir os limites do somatoério em p € [—7+ 1, 0] para
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r € [k — 7,k — 1]. Logo, a expressao acima pode ser escrita na seguinte forma:

k—1
AVi(ap) = > y(k —y(r)'Sy(r). (3.24)
=k—

T T

Entao, substituindo (3.6), (3.8) e (3.24) em (3.21) obtém-se

AV (k) = x(k+1)Px(k+1) — z(k) Px(k) + z(k) Qx(k)
k—1
— wk—7)Qu(k —7)+ > y(k)7Sy(k) —y(r)Sy(r)| . (3.25)
r=k—1

Como uma forma quadratica Y (§) = £(k)'U&(k) pode ser escrita na forma

k-1

= > &k —
=k

T —-T

por conveniéncia, todos os termos na expressao (3.25) sao colocados dentro do somatorio em r,

ou seja,

E possivel retirar o termo % do somatorio, fazendo com que (3.26) seja dada por:

k—1
AV (z, z) % Z [ z(k +1)Px(k+1) — 2(k) Pz(k) + 2(k)' Qz(k)
=k—

T T

— ok —7)Qu(k — 1) +y(k)7Sy(k) —y(r)'vSy(r)| . (3.27)
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De maneira similar ao caso independente do atraso, pode-se obter uma forma quadratica da

expressao acima através das seguintes varidveis auxiliares:

(k+1) P 0 0 O 0 (k+1)
x(k) 0 Q-P 0 0 0 z(k)
k-1
1 — — _
AV (2, 21) = . x(k—T) 0 0 Q 0 0 z(k —T) (3.28)
r=k=r y(k) 0 0 078 0 y(k)
y(r) 0 0 0 0 -—78 y(r)
na2(k,r)’ IIx(P,Q,S,7) n2 (k,r)
A equacao acima pode ser representada de forma compacta da seguinte maneira:
1 k—1
AV (z,xp)=— Z ne(k,r) TP, Q, S, 7) no(k,r), (3.29)
T r=k—r

onde o vetor n2(k,r) e a matriz IIo(P, @, S, 7) sdo as mesmas variaveis definidas em (3.28).
Nota-se que, de maneira similar ao visto para o caso de sistemas independentes do atraso,
os elementos de ny(k,r) sdo dependentes entre si e satisfazem a seguinte restrigdo referente a

dinémica do sistema (3.1):

OZ[In —A\) —Ag(\) 0 0]772(@. (3.30)

Por outro lado, a partir da definigdo de y(-), vista em (3.20), obtém-se as relagoes

k—1 k—1

y(k) =x(k+1) —x(k) e Z y(r Z x(r+1) —z(r))=xz(k) —z(k—7). (3.31)
—k —k—

r=k—r T T
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sendo que tais igualdades podem ser adicionadas & restri¢ao (3.30), ou seja,

1 k—1
=~ > | L, 0 I, 0 |mkn). (3.32)
=k—

T

Visto que as matrizes A(-) e A4(-) podem ser fungoes racionais em A(k), entdo a restrigao

acima em termos da representagdo DAR pode ser reescrita na seguinte forma

xz(k+1)
([, A —Ay 0 0 —As| | ak)
- 0 O Qs 0 0 Qs x(k—1)
0=~ 2 L k0 L 00 y(k) (333)
o I I, 0 -7, 0 | y(r)
2 (A7) | m(k) ]
24 (k1)

onde 72, (k,7) é dado por na(k,r) de forma aumentada (12, (k,7) = [ ny(k,r) w(k) I')- Tais

restricoes também podem ser representadas de forma compacta por

(3.34)

k—1
\112 )\ T 772a(k‘ 7“)

\HP—‘

r=k—1

sendo que Wy (A, 7) é dado por (3.33).

Utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a restri¢ao acima pode ser inserida em AV (k) < 0,

onde AV (k) é dada por (3.29).



CAPITULO 3. ESTABILIDADE INDEPENDENTE DE PARAMETROS 40

Portanto, a condigao

| T5P,Q,5,7) 0
7720, (k'?’r) "72a (k7 7‘) < 07 VUZG (k‘.7r) ‘ HQ(P7 Q’ S’ T)n2a (k7 r) = 07 7720, (k','/") # 07
0 0,

é satisfeita para todo A € A se

ILP Q,S, T
A ) + He{ LU\, )} < 0, L € ROMFMIXBn+a) 1y x e P(A). (3.35)

0 0p
Com base nos resultados e consideragbes apresentadas, o seguinte resultado para a analise

de estabilidade robusta dependente do atraso é proposto.

Teorema 6 Considere o sistema (3.1), com a sua representa¢io DAR em (2.41) satisfazendo
A1l. Seja A um politopo com vértices conhecidos, que define os valores admissiveis da incerteza
Ak). Seja T o atraso de transporte mdzimo. Suponha que existam matrizes P >0, Q >0, S >
0, e L satisfazendo a LMI (3.35) para todo A € V(A). Entao, o sistema (3.1) é assintoticamente

estdvel para todo T € [0,7] e todo A € A.

Prova. Suponha que a LMI (3.35) é satisfeita para todo A € V(A), entao por convexidade ela
também é satisfeita para todo A € A.

Como P, @ e S sao definidas positivas, entdo o funcional definido em (3.18) satisfaz

V(z,zg) > 0. (3.36)

Como Vi e Vo, V3 sao formas quadraticas em x e xj, respectivamente, existem escalares positivos
€1, €9 tais que:

ellz(k)|1* < V(z, 2p) < eala]f? (3.37)

Agora, considere a LMI em (3.35) e a represente de forma compacta por = < 0. Como ela é
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estrita, existe um escalar €3 tal que Z 4 e3 NNy < 0, onde Ny é uma matriz constante tal que
Ny o (k) = z(k), e.g.

NQ = On In On On On On Xp

Pré e pés-multiplicando Z + e3 NNy < 0 por 72, (k) e n2, (k), respectivamente, obtém-se:

AV (z,2p) < —e3ljz(k)||>, VA €A, (3.38)

visto que Wy (A, 7) nm2,(k) = 0, e o resto da prova segue a partir do Teorema de Lyapunov-

Krasovskii (Teorema 3).

3.3 Exemplos Numeéricos

Com o objetivo de ilustrar os teoremas 5 e 6, sdo apresentados alguns exemplos numéri-
cos. Para solugao destes exemplos ¢ utilizado MatLab em conjunto com Yalmip (Parser) [23] e

SeDuMi (Solver) [29], permitindo a resolugdo das LMIs a partir de uma formulagao genérica.

Exemplo 4 Considere o Exemplo 1 proposto em [36], onde conclui-se que o sistema incerto é
quadraticamente estdvel para T = 2. Uma representacao politépica para este sistema, de acordo

com a representa¢ao apresentada em (3.1), pode ser dada na sequinte forma:

AA(K)) = Ag+AA; e
(3.39)

Ad()\(k)) = Ad() + )\Adl ,AE [—a, OJ] ,

onde
-0.5 —-04 0.3 0.1
A(): 5 Ado = )
0.2 —-0.6 —-0.1 0.1
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0.045 0.03 0.06 0.03
Al - 3 Ad1 = 3
0.015 0.01 0.02 0.01

e a € um escalar dado tal que o sistema é quadraticamente estdvel.

Para o sistema acima, aplica-se o resultado proposto no Teorema 5 e verifica-se que o sistema
é assintoticamente estdvel independente do atraso T para todo o € [0,5.1). Em contrapartida,
o resultado apresentado em [36] prova que o sistema é assintoticamente estdvel para T = 2 e
a=1.

Agora, supondo que o sistema seja invariante no tempo e levando em consideracio que as
matrizes P e QQ no Teorema 5 aparecem de forma isolada, pode-se fazer as matrizes P e Q)
dependentes dos vértices do politopo sem perda de convexidade. Neste caso, verifica-se que o
sistema € assintoticamente estdvel independentemente do atraso para todo a € [0,5.8).

As programacées utilizadas para se obter tais resultados sao apresentadas em A.1.1 e A.1.2.

Exemplo 5 Considere o exemplo proposto em [21] de um sistema linear com atraso:

0.8 0 -0.1 0
z(k+1)= z(k) + x(k —T1),
0 091 -0.1 -0.1

z(k)=o¢(k), T<k<O0
onde (k) € R" € o vetor de estados, x(k —7) € R" € o vetor de estados com atraso, T €
um ndmero inteiro positivo representando o atraso de transporte com T € [0, 7], T representa o
atraso mdzimo e ¢(k) representa a seqiéncia de valores iniciais de x(k).

Note que para este sistema A(-) e Aq(+) sao matrizes constantes e nao possuem incertezas.
Segundo [21], qualquer critério independente do atraso falha ao verificar estabilidade assintdtica,
tornando-se necessdaria a aplicacao de métodos dependentes do atraso. Em simulacdo, conforme
figura 3-1, observa-se que um dos estados do sistema (x3) € instdvel para T > 59 e condigoes

micials nao nulas.



CAPITULO 3. ESTABILIDADE INDEPENDENTE DE PARAMETROS 43

(=]

x(k)

'
(=]
o

Figura 3-1: Sistema instdvel com atraso de transporte T = 59

Ainda que o sistema nao possua incertezas, € possivel aplicar o Teorema 6 sendo que o
teste das condigcoes de estabilidade resume-se a uma unica LMI, aprenentada em A.2. Assim,
verifica-se que o sistema € assintoticamente estdvel para um atraso de transporte mdzimo T = 42,

mostrando-se menos conservador do que o método de [21] que encontra o atraso mdrimo T = 41.

Exemplo 6 Considere o exemplo proposto em [15]:

0.8 0 -0.1 0
z(k+1)= x(k)+ x(k—1)
0 097 —-0.1 —0.1

A este sistema inclui-se uma incerteza racional nos estados levando a sequinte representacao:

0.8 0 0.1 0
z(k+1)= z(k)+ x(k —71)
0 0.97%Y —0.1 —0.1

onde A € [0,0.1].
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Definindo-se m= [ L2 ], a representacao DAR em (2.41) € definida com:

0.8 0 —0.1 0 0
Alz ) A2: 9 A3: 9

0 0 ~0.1 —0.1 0.97(0.8 + A)

o-fo ] nefo ] <[]

Aplicando-se o Teorema 6, a partir de A.3 verifica-se que o o sistema € assintoticamente
estdvel para um atraso de transporte mdzimo T = 16 para qualquer X € [0,0.1]. Ressalta-se que
pelo método apresentado em [15] encontra-se o mesmo atraso mdximo T com A = 0.1, porém

neste método nao sao admitidas incertezas racionais no modelo.



Capitulo 4

Estabilidade Dependente de

Parametros

No capitulo anterior foram apresentadas condi¢oes dependentes e independentes do atraso
para se verificar a estabilidade robusta de sistemas lineares discretos sujeitos a atrasos de trans-
porte, utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii independentes dos pardmetros incertos do
sistema. Porém, sabe-se que condigoes de estabilidade independentes de parametros sao em geral
conservadoras para tratar sistemas incertos. Com o objetivo de reduzir o conservadorismo, os
resultados apresentados anteriormente sao estendidos para funcionais de Lyapunov-Krasovskii
dependentes do vetor de pardmetros A\(k), sendo que os termos desses funcionais sdo formas
quadraticas em z(k) e x(k — 7) e polinomiais em A(k).

Certamente, a forma mais comum utilizada na literatura de controle robusto para inserir a
dependéncia paramétrica nos testes de verificagao de estabilidade de sistemas lineares é através
da classe de fungoes de Lyapunov afins no vetor de parametros incertos A(k), isto é, para a

classe de fungbes na forma [17, 12]

V(x) =2’ P(A(k))z, P(\(K)) = Po+ > _ AiPi, P(A(K)) = P(A(k))'.
i=1

45
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Entretanto, sabe-se que os testes de estabilidade baseados em funcoes afins no pardmetro sao
apenas condigoes suficientes. Desta forma, varios autores tém utilizado fungoes de Lyapunov
com dependéncia polinomial nos paradmetros, com o objetivo de obter condi¢oes de Lyapunov
ainda menos conservadoras [33, 35]. Dentro deste cenario, propoem-se condigoes de estabilidade
para sistemas lineares discretos sujeitos a atraso no estado baseadas em funcionais de Lyapunov-
Krasovskii com dependéncia polinomial no vetor de parametros incertos do sistema.

A aplicagao de fungoes de Lyapunov dependentes de pardmetros é realizada considerando
o sistema apresentado em (3.1), sendo que A(:) e A4(-) sdo fungdes racionais em A(k) com
dimensoes apropriadas e bem definidas para todo A(k) € A. Adicionalmente, supoe-se que a

variagao da incerteza, dada por

SA(K) = A(k+1) — (k) (4.1)

é limitada a uma regiao politépica com vértices conhecidos. Por simplicidade, supoe-se que o
politopo A engloba os valores admissiveis de A(k) e dA(k). Em outras palavras, (A(k),0A(k)) € A.
A notagao A(k) € A indica que (A(k),0) € A.

Da mesma forma que no caso independente de parametros, supoe-se que a classe de sistemas
a ser considerada neste capitulo possa ser representada por equagoes de diferengas e algébricas
(representagao DAR). A seguir, aborda-se o caso da estabilidade independente do atraso e

posteriormente o caso dependente do atraso.

4.1 Estabilidade Independente do Atraso

Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii mostrado em (3.2) possa ser definido

incluindo a dependéncia de pardmetros da seguinte forma:

Vg, A) = Vi(z(k), A(k)) + Va(zr, Ae) (4.2)
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onde

Vi(a(k), (k) = x(k)P(A(k))z(k) e (4.3)
k-1

Va(@r, Ak) = x(r)' QA(r))z(r) , (4.4)
r=k—r

sendo P(\) e Q(\) matrizes simétricas cujos elementos sao fungdes polinomiais em .
Visando uma formulagao convexa para o problema de andlise de estabilidade robusta, as

matrizes P(A) e Q(A) obedecem a seguinte estrutura:

PA) = o p oW : (4.5)
I, I,
(A o\

Q(\) = W Q ™ ; (4.6)
I, I,

onde P € RH)x(n4p) o € RTP)X(n+P) s50 matrizes simétricas e constantes a serem deter-
minadas, e O(\) € RP*™ é uma matriz dada cujos elementos sao fungoes polinomiais no vetor
de parametros .

Definindo a notagao auxiliar

E(x,\) == 0Nz, (4.7)

pode-se reescrever a fungao V) em (4.3) da seguinte forma:

/

T, A T, A
Vi(z(k),\(k)) = S 3) P S 3) . (4.8)

T T

Note que os elementos do vetor auxiliar £(x,\) sdo fung¢des polinomiais em A. Portanto,
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existe uma representagao na forma DAR para &(z, A) na seguinte forma [7]:

£, A) = Fi(Nz+Fa(Ng(z,A) (4.9)

0 =& (N)z+P2(N)g(z, )

onde g(z,\) € R™9 é um vetor auxiliar contendo mondémios de grau maior do que 2 em z e A;
e F1 € RP*™; ¢ Iy € RP*™M9 Oy € RI9*™ ¢ Oy € RV *™9 g0 matrizes afins no vetor .
De maneira similar & representacao em (2.41), para que a representacao (4.9) seja bem

definida, assume-se que:
A2 A matriz ®2()\) tem posto completo por colunas para todo A(k) € A.

Observa-se que a representacao (4.9) pode ser aplicada para qualquer x e A computados nos

instantes k, k + 1 e k — 7, entdo da mesma forma, sdo definidos:

k) = OKk))z(k),
Eh+1) = OAk+1D)ak+1) = OAK) +6Ak))z(k+1) e

Ek—1) = ONk—7)z(k—T1).

Por conveniéncia, definem-se os seguintes vetores auxiliares:

Y §(k) = §(k+1) . (k=) | (4.10)

z(k) z(k+1) x(k—7)

de modo que (4.8) possa ser reescrito por

Vi(z(k), AM(k)) = v'Pv. (4.11)

Ao mesmo tempo, definem-se matrizes constantes N¢ e N tais que Nevy = £() e Nyvpy =
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z(+), como por exemplo, as matrizes

N§:|:Ip Opxn:|eNx2|:0n><p In:|

Para assegurar a estabilidade do sistema (3.1), o funcional de Lyapunov-Krasovskii, mostrado
em (4.2), deve ser positivo definido para todo v satisfazendo a relacao algébrica definida em (4.9).

Entao, define-se a matriz T1(A) da seguinte forma:

E(x,\) — F1(N)x — Fo(N)g(z, \) _ Ne—=Fi(A)N, —F>()) v . (4.12)
1 (N)z + P2(N)g(z, A) 1 (M) Ny Da(N) g(k)
Ti(A)

Esta definicdo permite obter uma condicdo que possa ser numericamente testada, tal que a
representacao DAR em (4.9) possa ser inserida no funcional de Lyapunov-Krasovskii em (3.3).

Isto pode ser realizado utilizando o Lema de Finsler (Lema 2) de forma que a condigao

/

é satisfeita para todo A(k) € A se

P
+ He{ LT (A(k))} > 0, L € RPH+ma)x(p+as) v \(k) € V(A). (4.13)

0 Op

g
O mesmo desenvolvimento pode ser feito para o funcional Va(xg, A\x) em (3.4), sendo que
Va(xg, A\k) € positivo definido se

0
+ He{ MY {(A(k))} >0, M € RPHHma)x+as) vy \(k) e V(A). (4.14)

0 O,
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Por outro lado, utilizando a notagao (4.10), a diferenga do funcional de Lyapunov-Krasovskii

como definido em (4.2) pode ser escrita da seguinte forma:

AV (k) = v/ Pvy —v'Pv +0'Qu — v,.Qu; . (4.15)

Levando em consideracao a representacao DAR em (4.9), AV (k) pode ser reescrita na forma

V4 V4
v ‘P 0 0 0 | v
vy 0 Q-P 0 0 vr
AV (k) = . (4.16)
g(k+1) 0 0 —-Q 0 g(k+1)
g(k) [0 0 0 Osm, g(k)
| g(k—7) | | g(k—7) |

Ainda é possivel inserir a equacao (4.16) o vetor auxiliar (k) referente a representacao DAR

(2.41), ou seja,

V4 V4
v - . v
P 0 0 0
Uy vy
0 Q—P 0 0
AV(k)=| =(k) k) | - (4.17)
0 0 —Q 0
g(k+1) g(k+1)
0 0 0 O(m+3my)
g(k) - g(k)
3(P,Q)
I g(k—1) | i g(k—T) ]
~—_——— —_——

ns(k)’ n3 (k)
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Em (4.17) define-se a matriz II3(P, Q) e o vetor auxiliar n3(k), permitindo que a variac¢ao

do funcional de Lyapunov-Krasovskii possa ser reescrita da forma compacta por

AV (k) = n3(k) TI3(P, Q)n3(k) .

(4.18)

Observa-se que os elementos do vetor auxiliar n3(k) s@o dependentes entre si e satisfazem as

seguintes restricoes com base na representagao DAR em (2.41)

2(k+1) — A (N)z(k) — Ay(Na(k — 1) — Ag(M)m(k) =0

D (Mz(k) + Qo(Na(k —7) + QM) (k) = 0

e com base na representacao DAR em (4.9):

§(k) — Fr(A(k))x (k) — Fa(A(k))g(k) =0

D1 (A(K))z(k) + P2(A(K))g(k) = 0

Ek+1) — Fi(A+0N)x(k+ 1) — Fo(A+6X)g(k+1) =0

B (Ak) +ONK))z(k + 1) + Ba(A(k)+oA(K))g(k+1) = 0

§(k=7) = Fu(A(k—7))x(k—7) — Fo(A(k—7))g(k—7) = 0

Oy (k—7)x(k—7)+ Po(k—7)g9(k—T) =0 .

Estas restrigoes podem ser reescritas na seguinte forma matricial

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)
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Y1) Va2 Y3 Yiae 0 0
0 Y22 Y123 Yie4 O 0

0 Y132 O 0 0 Y136
Yraa1) 0 0 0 s O
0 0 Wiz O 0 0

0 Yie2) 0 0 0 Y1)
Y17y 0 0 0 Y75 O
I 0 0 1(8,3) 0 0 0

n3(k) = 0 (4.23)

U3 (A(k),0N(k),\(k—T))

onde 73(k) é definido em (4.17) e os blocos ¥y(; jy de W3(A(k), 5A(k), A(k — 7)) sao dados por

Y11,1) = Ne Y1(1,2) = —A1(A(k)) Ny,
VYi,a) = —Az(A(K)), VYi2,2) = Q1 (A(k))Ne
P1(2,0) = 3(A(K)) Y1(3,2) = Ne—=F1(A(k))Ne
Via,1) = Ne—FL(A+ON) N, hya5) = —Fa(A+0A),
Vi = —Fa(Mk—T7)), Yi6,2) = P1(A(k))Ne,

Vi7,1) = P1(A(k+1)) Ny, V17,5 = P2(A(k+1)),

Vi) = Po(AMk—T)).

Y1(1,3) = —A2(A(k)) Nz ,
V1(2,3) = Q2(A(k)) Ny

Yi36) = —F2(A(K))

V1(5,3) = Ne—F1(A(k—T7))Ny,

V1(6,6) = P2(A(k)) ,

Sendo assim as restrigoes apresentadas em (4.23) podem ser reescritas de forma compacta

por

W3 (A(K), OA(K), A(k—7)) n3(F)

=0 (4.24)

Utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a restri¢ao (4.24) pode ser inserida na diferenca do

funcional de Lyapunov-Krasovskii de maneira a determinar se AV (k) é negativa definida, onde
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AV (k) é dada por (4.17). Portanto, a condi¢ao

n3(k)'T3(P, Q)n3(k) < 0, Vns(k) | @3(A(k), OA(k), M(k—7))n3(k) = 0, n3(k) # 0,

¢é satisfeita para todo A € A se

I13(P, Q) + He{WWU3(A(®), SAE), \k—7))} < 0, W € RE*% W (\E), SAE),\E—7) € VA x A),
(4.25)

onde di = (3n+3p+m +3my) e do = (n+ g+ 3p + 3qy).
Esta formulagao leva ao seguinte resultado para a anélise de estabilidade robusta, indepen-

dente do atraso de transporte e dependente de pardmetros.

Teorema 7 Considere o sistema (3.1), com a sua representacio DAR em (2.41) satisfazendo
Al. Seja ©(N) € RP*™ uma dada matriz cujos elementos sao fungoes polinomiais em A, e
considere a decomposi¢ao DAR em (4.9) satisfazendo A2. Seja A um politopo com vértices
conhecidos, que define os valores admissiveis da incerteza A\(k) e de sua variagao SA\(k). Suponha
que existam matrizes P = P', Q = Q', L, M e W satisfazendo as sequintes LMIs (4.13), (4.14)
e (4.25) para todo (A(k),0A(k),\(k—7)) € V(A x A), entao, o sistema (3.1) é assintoticamente

estavel para qualquer (X,0\) € A e independente do atraso T.

Prova. Suponha que as LMIs descritas em (4.13), (4.14) e (4.25) s@o satisfeitas para todo
(A(k),0A(k),\(k—7)) € V(A x A), entao por convexidade elas também estao satisfeitas para
todo (A(k), SA(k), A(k—7)) € A x A.

Considere as LMIs (4.13) e (4.14) e defina o vetor auxiliar o1 = [ / ¢ |'. Pré- e pos-

multiplicando estas LMIs por o} e o1, respectivamente, obtém-se:

Vi(z(k), A(k)) = 2(k) P(\(k))z(k) > 0, (4.26)
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k—1
Va(xg, A\k) = Z x(r (r)) z(r) >0, (4.27)
=k—

T T

pois T1(A)o; = 0 para qualquer instante k.
Como os elementos das matrizes P(A) e Q(A) sao limitados por suposigao (i.e., A € A)

existem escalares positivos €1, €2 tais que:
erla(k)* < V(zk, M) = Vilz, A) + Va(ag, M) < eollf7 - (4.28)

Agora, considere a LMI em (4.25) e a represente de forma compacta por 2 < 0. Como ela é
estrita, existe um escalar €3 tal que = + es N4 N3 < 0, onde N3 é uma matriz constante tal que
N3 n3(k) = x(k). Pré e pos-multiplicando = + e3 N4 N3 < 0 por n3(k)’ e n3(k), respectivamente,
obtém-se:

AV (z,x1) < —e3||z(k)]|*, VA €A, (4.29)

visto que W3(-) n3(k) = 0, e o resto da prova segue a partir do do Teorema de Lyapunov-

Krasovskii (Teorema 3).

4.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Com o objetivo de obter condigoes de estabilidade dependente do atraso e do vetor de para-
metros A, considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii, apresentado no capitulo anterior

m (3.18), seja dado por
V@, Ae) =Vi(z(k), A(k)) + Va(@k, Ak) + Va(@k, Ak), (4.30)

onde V7 e V5 s@o os mesmos definidos em (4.3) e (4.4), respectivamente, e

0

Va(xg, A\k) = Z Z o\, 1) S (), (4.31)

p=—7+1lr=k—1+4p
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onde S € RMTP)*(+P) & yma matriz simétrica e constante a ser determinada, e ¢ € R*P ¢
uma funcao vetorial obedecendo a seguinte estrutura

o) = OA(r+1))z(r+1) —O(A(r))z(r) 7 (432)

x(r+1) —x(r)
sendo que O(\) € RP*™ é a mesma fungao matricial utilizada nas defini¢oes de V7 e V2 em (4.3)
e (4.4), respectivamente.
De maneira similar ao apresentado no caso independente do atraso, levando em conta a

definicao de y(-) em (3.20), ¢ definido o vetor auxiliar
&y(r) = O(A(r+1))z(r+1)—6O(X(r))x(r), (4.33)

de forma que

!/

0 Al &y(r) &y(r)

3(Thy Ak) = Z Z S : (4.34)

p=—7+1r=k—1+p | y(r) y(r)

Por conveniéncia, definem-se os seguintes vetores auxiliares:

&y(F) &y(r) §(r) §(r+1)

w= , Wy = , Up = e Upy = ) (4.35)
y(k) y(r) z(r) z(r+1)

Observa-se que, pelas defini¢des acima, as seguintes igualdades sao verdadeiras:

k—1 k-1
W=vy — 0V, Wy =Vpy — Uy, Zwr E (Vpp —Vp) =0V — V7. (4.36)

r

—T r=k—1

Para que o funcional V3 (zx, Ak ) seja positivo definido, deve-se garantir que a seguinte condi¢ao
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seja satisfeita

e\ 1) S e\r)>0,Vr, e A. (4.37)

Entretanto, pela defini¢ao do vetor ¢(\, ) em (4.32), nota-se que este vetor satisfaz as seguintes

restricoes:

wHv—vp =0
§(k) — Fu(A(k))(k) — Fa(A(k))g(k) = 0
LMK (k) + D2AR))g(k) = 0 (4.38)
€k + 1) — By (A(k)+6Mk))z(k + 1) — Fy(A(k)+6A(k))g(k +1) =0

By (k) +ONE))z(k + 1) + Bo(A(k)+oN(K))g(k +1) =0

Definindo-se a seguinte notacao

Lnp [ Iy 0] [ =Ly, O] v
ToAN = | 0 1)) 0 cor=1  g(k) |- (4.39)
0 0 T1(A+0N) vy
| g(k+1) |

chega-se a seguinte forma compacta para (4.38)

Yo(\,6A) 02 =0,

onde Y;(-) é a mesma matriz definida em (4.12).
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Com base na formulagao acima, a condi¢ao (4.37) pode ser reescrita da seguinte forma:

S 0
o 9> 0,0y | Ta(X\,6X)o2 =0, 05 #0,

0 Og,
onde d3 = 2(n + p + my).
Assim, utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a condi¢do acima é satisfeita para todo

A(k) € A se

’ + He{TT2(\, 00} >0, T € RU*% v (\(k), A (k) € V(A), (4.40)

0 Og,
onde dy = (n+p+ds)eds=3n+p+qy).
Por outro lado, a partir das definigoes (4.35), o somatorio presente na variacao do fun-
cional AVs(xg, A\r) pode ser desenvolvido, conforme apresentado no capitulo anterior, levando a

seguinte expressao:

AVa(zg, \p) = Z (W' S w—w, S w,). (4.41)

k—1
=k—1

r

Adicionando (4.41) em (4.15), a diferenca do funcional de Lyapunov-Krasovskii, como definido

em (4.30), pode ser escrita da seguinte forma:

N

—1
AV (g, \i) = V', Pvy — ' Pv+0'Qu — v, Qu; + (w'Sw — w,.Swy) . (4.42)

r

Il
e

—T

Por conveniéncia, todos os termos na expressao acima sao colocados dentro do somatoério em

7, OU seja,

E

-1
AV(.%’k, /\k) =

S e

|:’US'_PU+—U/P’U+’UIQU — L Qu+7 (W' Sw—w,.Sw,)

Il
B

T —T

Levando em consideragao as representagoes DAR (2.41) e (4.9), a expressao acima pode ser
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reescrita na seguinte maneira:

V4 V4
v - - v
P 0 0 0 0 0
Uy Uy
0 Q-P 0 0 0 0
L w w
-1
1 0O 0 -Q 0 0 0
AV(CCIm )\k) = = Wy Wy ) (4-43)
r=k—r 0 0 0 78 0 0
(k) (k)
0 0 0 0 —S5 0
(k+1) (k+1)
[0 0 0 0 0 Opmism,
g(k) g(k)
(PQ,S,7)
| g(k—7) | | g(k—7) |
~—_—— ~——
774(]@77“)/ 7]4(]{,7‘)

ou na seguinte forma compacta

k—1
1
AV (we, Me)== > malk,r) Ta(P,Q, S,7) na(k,r), (4.44)

r=k—r

\]

onde II4(P,Q, S, 7) e na(k,r) sdo como definidos em (4.43).
Note que os elementos do vetor auxiliar n4(k,r) sdo dependentes entre si e considerando a

representacdo DAR (2.41) do sistema (3.1) é possivel associar as restrigoes

0:1 Al Ny —Ai1N; —AsN, 0n><(n+p) 0n><(n+p) —As Onx?)mg 774(]{’7.). (445)
-

r=k—7 | 0 Q1 N, QoN, Onx(ntp) Onx(ntp) Q3 Onx3m,

Com base nas representacao DAR definida em (4.9), para &(k), {(k+1) e {(k—7), obtém-se

as seguintes restrigoes de igualdade:
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-1

Y k) = Fi(A(R)z(k) — Fa(A(k))g(k) =0,

r=k—1

=

k—1
% > @y (A(k))x(k) + Pa(A(K)g(k) =0,
r=k—r
1 k—1
- D E(k+1) = LA+ z(k + 1) — Fa(A+60)g(k+1) =0,
r=k—r1
1 k—1
- Oy (A(k)+ONE)) x(k + 1) + Oa(A(k)+A(k))g(k+1) =0,
r=k—r
1 k—1
- §(k—7) = Fy(AM(k—7))x(k—7) = Fa(A(k—7))g(k—7) =0,
r=k—r
-1
LS @kl — 1) + Bakr)g(h—T) = 0.
r=k—r

Considerando a representacdo DAR do sistema em (2.41) de £(-) em (4.9), as restrigoes
(4.36), (4.45) e acima, o conjunto de restrigdes envolvendo os elementos de 14 pode ser reescrito
na seguinte forma compacta

-1
> Wa(A(k), OM(R), A(k—7),7) na(k, ) (4.46)

r=k—r

0=

3

onde a matriz Wy(-) é definida da seguinte forma
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Yoy o2 Yo13) 0 0 Yoy 0 0 0
0 Pa22) 22,3 0 0 Y2(2,6) 0 0 0
0 a(3,2) 0 0 0 0 0 tosgy O
Yoy O 0 0 0 0 oum O 0
0 0 a(5,3) 0 0 0 0 0 o) (4.47)
0 26,2 0 0 0 0 0 tgeg) O
ho(7.1) 0 0 0 0 0 Yo(r,7) 0 0
0 0 V1(8,3) 0 0 0 0 0 o)
Pag9,1)  Y29,2) 0 VY2(9,4) 0 0 0 0 0
0 Yag10,2)  ¥2(10,3) 0 Pa(10,5) 0 0 0 0
W4 (AE),ONE) A E—),7)
cujos blocos vy ; ;) diferentes de matrizes de zeros sao dados por
Yo11) = Ne Vo1,2) = —A1(A(k)) Ny, (1,3 = —A2(A(k)) N,
Ya1,6) = —As(A(k)), Va2,2) = (A (k)N V2(2,3) = Qa2 (A(k)) N,
Pa2,6) = 3(A(K)), Po(32) = Ne—F1L(A(k))Nu,  az8) = —F2(A(k)),
Yoy = Ne=F1(A+6A) Ny, hoary = —Fa(A+6), Pos,3) = Ne—F1(AM(k—7)) Ny,
1/12(5,9) = —Fy(A(k—1)), 1/12(6,2) = ®1(A(K)) Ny, 1/12(6,8) = O(A\(K)),
Yo7,y = P1(A(k+1)) Ny, Yoz = P2(A(k+1)), Vo(g,3) = P1(A(k—7)) Ny,
VYo = P2(A(k—T7)), Ya09,1) = Inwp Ya(9,2) = —Intp
V209,4) = —Inip V2010,2) = Intp s ¥2(10,3) = —Inip

?/12(10,5) = —Tlnyp,

Utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a restri¢ao (4.46) pode ser inserida em AV (k) < 0,
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onde AV (k) é dada por (4.42). Portanto, a condigao

na(k,r) (P, Q, S, T)na(k,r) < 0, Vnu(k,r) | Ha(P, Q, S, T)na(k, ) =0, na(k,r)#0,

é satisfeita para todo A € A se

4(P,Q,S,7) + He{W W (A(K), 6A(k),\(k—7),7)} <0, W € RUW>d7 ¥ X ec V(). (4.48)

onde dg = (5n + 5p +m + 3my) e d7 = (3n + ¢+ 5p + 3qq).
Com base na formulacdo apresentada o seguinte resultado para a anélise de estabilidade

robusta, dependente do atraso de transporte e dependente de pardmetros é proposto.

Teorema 8 Considere o sistema (3.1), com a sua decomposi¢cio DAR em (2.41) satisfazendo
Al. Seja ©(N\) € R*™ uma dada matriz cujos elementos siao fungoes polinomiais em X\ e
considere a representacio DAR em (4.9) satisfazendo A2. Seja T o atraso de transporte mdximo
e A um politopo com vértices conhecidos, que define os valores admissiveis da incerteza \(k) e
de sua varia¢io ON(k). Suponha que existam matrizes P=P', Q=Q', S=S5", L, M, T e W
satisfazendo as LMIs (4.13), (4.14), (4-40) e (4.48) para todo (A(k), IA(k), A\(k—7)) € V(A xA),

entao, o sistema (3.1) € assintoticamente estdvel para todo T € [0,7] e todo (A,0\) € A.

Prova. Suponha que as LMIs (4.13), (4.14), (4.40) e (4.48) estao satisfeitas para todo
(A(k),0A(k),\(k—T)) € V(A x A), entao por convexidade elas também estao satisfeitas para
todo (A(k),0A(k)) € A e (AMk—7),0) € A.

Utilizando a prova do Teorema 7, as LMIs (4.13) e (4.14) implicam que

Vi(z(k), A(K)) = z(k) P(\(K)) 2(k) >0, (4.49)

Vo(zg, Ap) = z(r)" Q(A(r)) z(r) > 0. (4.50)
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Agora, considere a LMI (4.40) e defina o vetor auxiliar oo definido em (4.39). Pré- e pos-

multiplicando esta LMI por o}, e o9, respectivamente, obtém-se:

/

0 il &y(r) &y(r)

Va(we, M) = D Y S >0, (4.51)

p=—T+1r=k—1+p | y(r) y(r)

pois YTa(A,6\)oy = 0 para qualquer instante k.
Como os elementos de Vi, Vo e V3 sao limitados por suposigao (i.e., (A, d\) € A) existem

escalares positivos €1, €5 tais que:
allz(k)[* < V(w,2x) < eallall? - (4.52)

Agora, considere a LMI em (4.48) e a represente de forma compacta por =2 < 0. Como
ela é estrita, existe um escalar ez tal que =+ esNy;Ny < 0, onde N4 é uma matriz constante
tal que Ny n4(k,7) = x(k). Pré e pés-multiplicando Z 4 e3sNjNy < 0 por n4(k,7) e na(k,7),

respectivamente, obtém-se:
AV (z, ) < —es]|z(k)||>, ¥V (N, 6)) € A, (4.53)

visto que Wy(-) ma(k,7) = 0, e o resto da prova segue a partir do do Teorema de Lyapunov-
Krasovskii (Teorema 3).

4.3 Exemplo Numérico

A seguir, apresenta-se um exemplo numérico afim de ilustrar a aplicagdo das condigbes de

estabilidade dependente de pardmetros para sistemas com atraso no estado.
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Considere o seguinte sistema discreto

2k + 1) = AAE))z(k) + AgA(k))az(k —7), A€ A,

onde
A()\(k})) = A() + >\1A1 + )\QAQ (§ Ad()\(k)) = Ado + )\1Ad1 + )\2Ad2 y
—-0.5 —-04 0.3 0.1 0.045 0.03 0.06 0.03
AO: 7Ado: >A1: 7Ad2: 5
0.2 —-0.6 —-0.1 0.1 0.015 0.01 0.02 0.01
€ A2 = Ad1 = 02.

Neste exemplo, supoe-se que os parametros sao invariantes no tempo, isto é, dA(k) = 0, e

que o politopo A é parametrizado da seguinte maneira.

A={AeR?| M| <o, M| <8},

onde a@ e (3 sao escalares nao negativos.

O sistema acima sem incertezas é assintoticamente estavel independente do atraso 7, sendo o
objetivo deste exemplo verificar a influéncia da variacao paramétrica na estabilidade do sistema.
Com este objetivo, considera-se o resultado apresentado no Teorema 7 com a seguinte defini¢ao

da matriz ©(\):
Ao
O(A) = )
Aol

resultando em funcionais de Lyapunov-Krasovskii de grau dois em .

Para a definigao acima, a DAR para {(z,\) = [ Az’ \pa’ ] como em (4.9) pode ser obtida
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pelas seguintes definigoes:

Ailo
Fl()\): ,g(w,A)ZO,FQ(A):O,@1()\):0,@2:0.

Aaly
Como, neste exemplo, os vetores auxiliares 7(k) e g(x, A) sdo nulos as variaveis correspon-
dentes as condigoes de estabilidade apresentadas no Teorema 7 podem ser eliminadas do pro-
blema por uma adequada eliminagao de linhas e colunas nas LMIs (4.13), (4.14) e (4.25) levando

as seguintes condig¢oes de estabilidade:

P+ He{LY;} >0, (4.54)
Q +He{MT;} >0, (4.55)
_ P 0 0 -
0 Q—P 0 |+He{W¥;}<o, (4.56)
0 0 -Q

onde Y= Ng— Fi(A\)N, e

Yia,) Y112 Y11,3)
- 0 P32 O
Y1(4,1) 0 0

0 0 i3 |

LS
w
Il

Os resultados apresentados na Tabela 4.3 foram obtidos a partir da programacao em A.4,
onde fixa-se o valor de « e é determinado o valor maximo admissivel para (3 tal que as condig¢oes

do Teorema 7 sejam factiveis.
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a 00 07 14 21 28 35 42 49 56 63 7.0
g 43 39 35 32 28 24 20 16 1.1 06 0.0

Tabela 4.1: Valores admissiveis para o vetor de parametros incertos.

Estes resultados também sao apresentados de forma grafica na figura 4-1.

5 T T T T T T
' ' ' ' '
' ' ' ' '
' ' ' ' '
' ' ' ' '
- ' ' ' ' '
AL T : : : ;
il ~ Sl et ittt B i i B i R i Bty —
-l ! ! ! .
(P 1 1 1 1 1
] N ] ] ] ]
' .. ' ' ' '
1 -‘-'-h‘-\-: 1 1 1 1
~ ! o SO ! ! !
T R ARRbk SwglToT AT FRRRRREEREEEbl A HERREEEEREEEE .
2 i i i i i i
= [E ' '
i i i bl P i i
' ko '
T i e eeeo - P e Loommea oo -
“ ] 1 1 1 - 1 1
' L ' '
' '
1 1 1 , o, 1
T
] "'u.._‘_
1 1 1 1 1 - 1
1F------------ ikl e i ST mmsssmmmsm---- ST mmssmmmsm---- A== --- -!“'r.;-r ------------ —
1 1 1 1 1 -J"‘l.
' v
~
. . . . : D
' '
] ] ™
~
] ] ] ] ] ] -~
0 - = - -
0 1 2 3 4 5 = 7
A,

Figura 4-1: Valores admissiveis para |A1] e |A2].

Note que o exemplo acima para Ay = Ao é 0 mesmo sistema apresentado no Exemplo 4
no capitulo anterior. Como esperado, a inclusao de mais um pardmetro incerto aumenta o
conservadorismo dos resultados, pois o valor méximo obtido para A1 = Ay é de 2.8 no caso
acima ao invés de 5.8 no Exemplo 4. A diminuicao deste conservadorismo pode ser obtida
através da utilizagdo de funcionais de Lyapunov-Krasovskii mais complexos, mas ao custo de

um maior esfor¢co computacional.
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Conclusoes e Perspectivas

5.1 Consideracoes Finais

O problema de determinar a estabilidade de sistemas lineares incertos em tempo discreto
sujeitos a atraso no vetor de estados ainda é um desafio no cenério atual. Para lidar com este
fendmeno, esta dissertacao propoe condi¢oes para verificar a estabilidade assintética do ponto de
equilibrio do sistema. Essas condi¢bes sao apresentadas na forma de Desigualdades Matriciais
Lineares (ou LMIs) que caso sejam factiveis asseguram a estabilidade do sistema.

Utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii, obteve-se quatro novos teoremas para a ve-
rificagdo da estabilidade do sistema. Primeiramente sao desenvolvidas duas condigoes, uma
dependente e outra independe do atraso presente considerando funcionais quadraticos no es-
tado e independente dos parametros incertos do sistema. Em seguida, estas condi¢oes sao
estendidas para funcionais com dependéncia nos pardmetros incertos do sistema, onde esses
funcionais podem ser quaisquer func¢ées polinomiais dos parametros. Para estes quatro casos,
as condigoes apresentadas sdo descritas em termos de LMIs. Destaca-se que nenhuma dessas
condigoes utiliza transformacoes na representagao original do sistema, como representacao com

atraso distribuido, e tao pouco limitantes superiores do produto interno de dois vetores para

66
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completar formas quadraticas.

Para possibilitar uma formulacao convexa na anéalise de estabilidade de sistemas mais com-
plexos, como aqueles com dependéncia racional no vetor de paradmetros incertos, empregou-se
a Representagao por Diferengas Algébricas (ou DAR) na qual os termos nao-lineares no vetor
de parametros incertos sao definidos como varidveis algébricas na representacao por varidveis de
estado do sistema. Utilizou-se o lema de Finsler para inserir essas restrigoes algébricas (prove-
nientes de representagoes DAR) levando & obtengdo de condigoes de estabilidade em termos
de um conjunto finito de restrigoes LMIs que sao resolvidas numericamente através de pacotes
computacionais disponiveis na literatura de controle.

Ao longo da dissertagao sdo introduzidos alguns exemplos numéricos com o objetivo de
demonstrar alguns conceitos bésicos e também a aplicacao do método proposto na anélise de

estabilidade de sistemas discretos lineares incertos sujeitos a atraso de transporte.

A seguir sdo apresentadas as principais contribuigoes desta dissertacao:

e Formulacao convexa sem utilizar transformacao do modelo para sistemas com atraso dis-

tribuido;
e Utilizagao de funcionais de Lyapunov com dependéncia polinomial;

e Admite-se que o sistema possa depender de forma racional do vetor de parametros incertos

do sistema.

Em comparacao com outros métodos propostos, as condigoes apresentadas mostram-se efi-
cientes e menos conservadoras. Observa-se que a reducao do conservadorismo é obtida com a uti-
lizagao de funcionais de Lyapunov-Krasovskii mais complexos (i.e., com dependéncia paramétrica)
implicando em maior complexidade computacional em relagao a condi¢oes sem a dependéncia de
parametros. Vale salientar que existem poucos métodos e exemplos disponiveis na literatura de
controle abordando sistemas com atraso em tempo discreto, dificultando estudos comparativos

sobre o grau de conservadorismo da metodologia proposta.
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Os resultados apresentados neste trabalho foram submetidos & revista SBA - CONTROLE

& AUTOMACAO, cujo artigo esta anexado no apéndice B.

5.2 Trabalhos Futuros

Esta dissertagao concentrou-se na analise de estabilidade de sistemas discretos incertos su-
jeitos a um tnico atraso no estado, mas pode ser facilmente estendida para o caso com multiplos
atrasos. Além disso, os resultados apresentados foram concentrados na utilizagdo de funcionais
de Lyapunov-Krasovskii e a alternativa da utilizagdo do Teorema de Razumikhin na analise de
estabilidade desta classe de sistemas nao foi verificada.

Em adicdo as consideragoes anteriores, pode-se destacar os seguintes futuros temas de

pesquisa relacionais aos temas abordados neste trabalho:
e Estender as condicOes apresentadas para atrasos variantes no tempo;

e Analisar a estabilidade de sistemas nao-lineares discretos com atraso através da modelagem

das nao-linearidades como parametros variantes no tempo (representacao Quasi-LPV);

e Incluir condi¢oes de estabilidade para analisar sistemas discretos com atraso em malha-

fechada na presenca de saturagao do sinal de controle utilizando condigoes de setor;

e Desenvolver métodos de sintese de compensadores e observadores de estado (filtros) para

aplicagoes em sistemas de controle mais genéricos.
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Apéndice A

Exemplos

A resolugao dos exemplos demonstrativos desta dissertagao sao apresentados neste apéndice.
Para solugao destes exemplos foi utilizado MatLab em conjunto com Yalmip (Parser) [23] e

SeDuMi (Solver) |29], permitindo a resolugao das LMIs.

A.1 Exemplo 4

A solucgao deste exemplo foi realizada de duas formas. Primeiramente utilizou-se o Teorema
5 e em seguida usando o mesmo teorema, supoe-se que o sistema seja invariante no tempo e as
matrizes P e () sao dependentes dos vértices do politopo. Os resultados sao obtidos a partir da

programagao apresentada em A.1.1 e A.1.2.

A.1.1 Exemplo 4.1

yalmip(’clear’);

clear all;

I2=eye(2,2);
Z2=zeros(2,2);
Z4=zeros(4,2);
LIM_INF=500;

LIM_SUP=510;

for aux = LIM_INF:LIM_SUP
ALFA=aux/100;
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A=[-0.5 -0.4; 0.2 -0.6];
Ad=[0.3 0.1; -0.1 0.1];
Na=[0.15 0.1];
Nd=[0.2 0.1];
M=[0.3;0.1];
D_A=ALFA*Mx*Na;
D_Ad=ALFAM*Nd;
A11=A+D_A;
A12=Ad+D_Ad;
A21=A-D_A;
A22=Ad-D_Ad;
ops = sdpsettings;
ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);
Wi=[-I2 A11 A12];
w2=[-I2 A21 A22];
= sdpvar(2,2,’symmetric’);
= sdpvar(2,2,’symmetric’);
= sdpvar(6,2,’full’);
= set(P > 0) + set(Q > 0)
set (([P Z2 Z2 ; Z2 (-P+Q) Z2; Z2 Z2 -Q J+L*xWi+W1°>*L’>)<0)...
set (([P Z2 Z2 ; Z2 (-P+Q) Z2; Z2 Z2 -Q]+L*W2+W2’*L’)<0);
DIAGNOSTIC = solvesdp(F, [],ops);
SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem;
SOLUCAO(2,aux-LIM_INF+1)=ALFA;
if min(checkset(F))<0
SOLUCAO0(3,aux-LIM_INF+1)=1
else
SOLUCAO0(3,aux-LIM_INF+1)=0

+ + o

end
end

A.1.2 Exemplo 4.2

yalmip(’clear’);
clear all;
I2=eye(2,2);
Z2=zeros(2,2);
Z24=zeros(2,4);
Z4=zeros(4,4);
Z1l=zeros(2,1);
Nx=[zeros(2) eye(2)];
Ne=[eye(2) zeros(2)];
ops = sdpsettings;
ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);
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LIM_INF=570;
LIM_SUP=585;

for aux = LIM_INF:LIM_SUP
ALFA=aux/100;

A=[-0.5 -0.4; 0.2 -0.6];
Ad=[0.3 0.1; -0.1 0.11;
Na=[0.15 0.1];

Nd=[0.2 0.1];
M=[0.3;0.1];
D_A=ALFA*M*Na;
D_Ad=ALFA*Mx*Nd;
A11=A+D_A;

A12=Ad+D_Ad;

A21=A-D_A;

A22=Ad-D_Ad;

Fl=eye(2)

W1=[Nx -A11*Nx -A12*Nx; Z24 Ne-F1xNx
Ne-F1*Nx 724 724; 724 724 Ne-F1#Nx];
W2=[Nx -A21%Nx -A22%Nx; Z24 Ne-F1xNx
Ne-Fi1xNx 724 724; 724 724 Ne-F1%Nx];

Psi=[Ne-F1*Nx;zeros(2,4)]
P

Q = sdpvar(4,4,’symmetric’);
P1 = sdpvar(4,4,’symmetric’);
Q1 = sdpvar(4,4,’symmetric’);

Lp = sdpvar(4,4,’full’);
Lq = sdpvar(4,4,’full’);
sdpvar(12,8,°full’);

set(Q + Lg*Psi + Psi’*Lq’> 0)

set(P1 + Lp*Psi + Psi’*Lp’> 0)

set(Q1 + Lg*Psi + Psi’*Lqg’> 0);
DIAGNOSTIC = solvesdp(F,[],o0ps);

sdpvar(4,4,’symmetric’);

224;

724,

L

F = set(([P Z4 Z4; Z4 (-P+Q) Z4; Z4 Z4 -Q]+L*W1+W1’%L’)<0)...

+ set(([P1 Z4 Z4; Z4 (-P1+Q1) Z4; Z4 Z4 -Q1]+L*W2+W2’x*L’)<0)...
+ set(P + Lp*Psi + Psi’*Lp’> 0)
n

"

+

SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem

SOLUCAO(2,aux-LIM_INF+1)=ALFA

if min(checkset(F))<0

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=1

else

SOLUCAQ0(3,aux-LIM_INF+1)=0

end
end

76



APENDICE A. EXEMPLOS

A.2 Exemplo 5

yalmip(’clear’);

clear all;

LIM_INF=40

LIM_SUP=50

ops = sdpsettings;

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);
for aux = LIM_INF:LIM_SUP
tau=aux-1;

I2=eye(2,2);
Z2=zeros(2,2);

A=[0.8 0; 0 0.91];
Ad=[-0.1 0; -0.1 -0.1];

Ii=[-I2 A Ad Z2 Z2; Z2 I2 -I2 Z2 -tauxI2; I2 -I2 Z2 -I2 Z2];

= sdpvar(2,2,’symmetric’);

= sdpvar(2,2,’symmetric’);

sdpvar (2,2, ’symmetric’);

= sdpvar(10,6,°full’);

= set(P >0) + set(Q > 0) + set(S > 0) ...

set (([(P) Z2 Z2 Z2 Z2; Z2 (-P+Q) Z2 Z2 Z2; .

Z2 722 -Q 722 7Z2; 722 72 72 tauxS Z2; Z2 72 72 ZZ

-tauxS]+L*Ii+Ii’*L’)<0);

DIAGNOSTIC = solvesdp(F,[],ops);

SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem;

SOLUCAO0(2,aux-LIM_INF+1)=tau;

if min(checkset (F))<0
SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=1

else

SOLUCAO0(3,aux-LIM_INF+1)=0

+ ™ P o'’
1]

end
end

A.3 Exemplo 6

yalmip(’clear’)

clear all;

I2=eye(2,2);

Z2=zeros(2,2);

ops = sdpsettings;

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);
for aux = 1:20 tau=aux-1;

D=0.1;

A11=[0.8 0; 0 0];

A12=[-0.1 0; -0.1 -0.1];

7
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A13=[0; 0.97%(0.8+D)];

oM11=[0 1];

0M12=[0 0];

OM13=[-1+D];

D=0;

A21=[0.8 0; 0 0];

A22=[-0.1 0; -0.1 -0.1];

A23=[0; 0.97%(0.8+D)]1;

0M21=[0 1];

0M22=[0 0];

0M23=[-1+D];

Zl=zeros(2,1);

Wi=[-I2 A11 A12 Z2 Z2 A13; 72 12 -I2 Z2 -tau*I2 Z1;...
I2 -I2 Z2 -I2 Z2 Z1; 0 O OM11 OM12 0 O O O OM13];
W2=[-I2 A21 A22 Z2 Z2 A23; Z2 12 -I2 Z2 -tauxI2 Z1;...
I2 -I2 Z2 -I2 Z2 Z1; 0 O OM21 OM22 0 O O O 0OM23];

P

sdpvar (2,2, ’symmetric’);

Q = sdpvar(2,2,’symmetric’);

S = sdpvar(2,2,’symmetric’);

P2 = sdpvar(2,2,’symmetric’);

Q2 = sdpvar(2,2,’symmetric’);

S2 = sdpvar(2,2,’symmetric’);

L = sdpvar(11,7,’full’);

F = set(P >EPSS) + set(Q > 0) + set(S > 0)

+ set (([P Z2 Z2 Z2 Z2 Z1; Z2 (-P+Q) Z2 Z2 72 Z1;...
72 72 -Q Z2 Z2 Z1; Z2 72 Z2 tauxS Z2 Z1;

72 72 72 72 -tauxS Z1; zeros(1,11)]1+L*W1+W1’*L’>)<0)...
+ set (([P2 Z2 72 Z2 72 Z1; Z2 (-P2+Q2) Z2 72 Z2 Z1;...
72 72 -Q2 Z2 72 Z1; Z2 72 Z2 tau*S2 72 Z1;...

Z2 Z2 72 72 -tauxS2 Z1; zeros(1l,11)]+LxW2+W2’*L>)<0). ..

DIAGNOSTIC = solvesdp(F, [],ops);
SOLUCAO(1,aux)=DIAGNOSTIC.problem;
SOLUCAO0(2,aux)=tau;
if min(checkset (F))<0
SOLUCAO(3,aux)=1
else
SOLUCAO0(3,aux)=0
end
end

A.4 Exemplo 7

yalmip(’clear’);
clear all;
I2=eye(2,2);
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Z2=zeros(2,2);
Z24=zeros(2,4);
726=zeros(2,6) ;
Z46=zeros(4,6) ;
Z42=zeros (4,2);
Z4=zeros(4,4);
Z6=zeros (6) ;
Z2=zeros(2);
Zl=zeros(2,1);
Nx=[zeros(2,4) eye(2)];
Ne=[eye(4) zeros(4,2)];
ops = sdpsettings

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);
LIM_INF=360;

LIM_SUP=380;
for aux = LIM_INF:LIM_SUP
ALFA=1.2;

BETA=(aux-1)/100;

A0=[-0.5 -0.4; 0.2 -0.6];
Ad0=[0.3 0.1; -0.1 0.1];
A1=[0.045 0.03;0.015 0.01];
Ad1=[0 0;0 0];

A2=[0 0;0 0];

Ad2=[0.06 0.03;0.02 0.01];
Atl1 = A0 + ALFAxA1;

Adt1 = AdO + BETAx*Ad2;

At2 = A0 - ALFAx*A1,

Adt2 = AdO - BETAxAd2;

F11=[+ALFA 0;0 +ALFA;+BETA 0;0 +BETA];
F12=[+ALFA 0;0 +ALFA;-BETA 0;0 -BETA];
F13=[-ALFA 0;0 -ALFA;+BETA 0;0 +BETA];
F14=[-ALFA 0;0 -ALFA;-BETA 0;0 -BETA];

Wi=[Nx -At1*Nx -Adt2*Nx; Z46 Ne-F11xNx Z46;...

Ne-F11xNx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F11xNx];

W2=[Nx -At1*Nx -Adt2*Nx; Z46 Ne-F12*Nx Z46;...

Ne-F12xNx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F12x#Nx];

W3=[Nx -At2*Nx -Adt1*Nx; Z46 Ne-F13*Nx Z46;...

Ne-F13*Nx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F13xNx];

Wa=[Nx -At2*Nx -Adt2*Nx; Z46 Ne-F14xNx Z46;...

Ne-F14%Nx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F14x*Nx];
Psil=[Ne-F11*Nx];

Psi2=[Ne-F12x*Nx] ;

Psi3=[Ne-F13*Nx];

Psid4=[Ne-F14%*Nx] ;

P = sdpvar(6,6,’symmetric’);
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Q = sdpvar(6,6,’symmetric’);

P1 = sdpvar(6,6,’symmetric’) ;
sdpvar (6,6, ’symmetric’);
sdpvar(6,4,’full’);
sdpvar(6,4,’full’);

sdpvar(18,14,’full’);

gl ¥ =]
Q oo
o n n

set(([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -QI+L*xW2+W2’%*L’)<0)...
set (([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -Q]+L*xW3+W3’xL’)<0)...
set (([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -Q]+L*xW4+W4’*L’)<0)...
set ([P] + Lp*Psil + Psil’*Lp’> 0)...
set ([P] + Lp*Psi2 + Psi2’*Lp’> 0)...
set ([P] + Lg*Psi3 + Psi3’*Lqg’> 0)...
set([P] + Lq*Psi4 + Psi4’xLqg’> 0)...
set([Q] + Lp*Psil + Psil’#Lp’> 0)...
set([Q] + Lp*Psi2 + Psi2’*Lp’> 0)...
set([Q] + Lg*Psi3 + Psi3’xLqg’> 0)...
set([Q] + Lg*Psi4 + Psi4’*Lq’> 0);
DIAGNOSTIC = solvesdp(F, [],ops);
SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem;
SOLUCAO (2, aux-LIM_INF+1)=ALFA;
SOLUCAD(3,aux-LIM_INF+1)=BETA;
if min(checkset(F))<0
SOLUCAO(4,aux-LIM_INF+1)=1
else
SOLUCAQO(4,aux-LIM_INF+1)=0
end

+ + 4+ + + + + + + + 4+ T

+ + + + + + + o+

end

set(([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -QI+LxW1+W1’xL>)<0)...
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ABSTRACT

This paper addresses the robust stability analysis problem of
uncertain discrete-time linear systems subject to state delay,
where the system state-space representation is allowed to be
a rational function of the uncertain parameters. The stabil-
ity conditions are obtained from Lyapunov-Krasovskii func-
tionals with polynomial parameter dependence by means of
nonlinear decompositions of rational vector functions. The
proposed results are divided into delay dependent and delay
independent, and they are expressed in terms of linear matrix
inequalities (LMIs) constraints.

KEYWORDS: State delay, Uncertain Discrete-time Systems,
Robustness, LMIs.

RESUMO

Este artigo aborda o problema de andlise de estabilidade ro-
busta de sistemas lineares discretos sujeitos a atraso de trans-
porte e incertezas paramétricas que podem aparecer de forma
racional na representacdo por espago de estados do sistema.
As condicdes de estabilidade sao baseadas em funcionais de
Lyapunov-Krasovskii e sdo obtidas através da aplicacdo de
decomposicdes ndo lineares de fungdes vetoriais racionais.
As condi¢des de estabilidade propostas podem ser depen-
dentes e independentes do atraso e sdo expressas através de
desigualdades matriciais lineares (ou LMIs).

KEYWORDS: Atraso de Transporte, Sistemas Lineares In-
certos em Tempo Discreto, Robustez, LMIs.

1 INTRODUGCAO

Modelos de sistemas dindmicos sujeitos a incertezas e atra-
sos de transporte sdo amplamente encontrados em diversas
areas de conhecimento, como por exemplo, matemadtica, en-
genharia, fisica, economia e biologia [1]. Recentemente,
a andlise de estabilidade destes sistemas tem despertado
grande interesse na drea de pesquisa de sistemas de con-
trole [2].

Ao realizar o projeto de controle, geralmente é desejavel a
garantia de estabilidade e desempenho dentro dos parame-
tros fisicos incertos do sistema [3]. Sabe-se que, além das in-
certezas, atrasos de transporte prejudicam o desempenho do
sistema, podendo levar a instabilidade do sistema em malha
fechada [4]. Conseqiientemente, a ndo inser¢@o do atraso de
transporte na fase de projeto do controlador, pode prejudicar
a estabilidade e o desempenho do sistema em malha fechada.

No caso de sistemas em tempo discreto, o problema de esta-
bilidade em sistemas com atraso pode ser facilmente con-
tornado através da insercdo de pdélos na origem na (matriz)
fungdo de transferéncia do sistema. Entretanto, em muitas
situagdes, esta solucdo ndo ¢ adequada ou até mesmo ndo
pode ser aplicada. Por exemplo, sistemas na qual o atraso de
transporte € vdarias vezes superior a taxa de amostragem, a
insercdo de pdlos na origem resulta em um sistema de ordem
elevada, o que dificulta a utilizacdo de técnicas de otimizacdo
convexa na solu¢do de problemas de controle. Além disso,
quando o atraso ndo é perfeitamente conhecido ou quando
a incerteza € variante no tempo, existe uma dificuldade em
representar um sistema equivalente sem o atraso [5].
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Quando o atraso de transporte ndo pode ser considerado
através da elevacdo da insercdo de integradores discretos,
em geral, utilizam-se condi¢des suficientes para provar a
estabilidade de sistemas sujeitos a atrasos de transporte de
maneira similar ao caso continuo [1]. Basicamente, exis-
tem dois tipos de condi¢des suficientes para analisar a esta-
bilidade: condi¢des que sdo dependentes e independentes
do atraso de transporte [4]. A condi¢do independente do
atraso verifica estabilidade do sistema para qualquer valor do
atraso de transporte, enquanto que a condi¢do dependente do
atraso € menos conservadora, pois o sistema € estdvel desde
que o atraso de transporte ndo ultrapasse um determinado
valor. Tais condicdes sdo baseadas em diferentes modelos
e transformacdes, e o sistema é geralmente descrito em ter-
mos de equacdes a diferencas funcionais levando aos con-
ceitos de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii e Lyapunov-
Razumikhin [1]. Nota-se, através de uma andlise na recente
bibliografia de sistemas com atraso, que a descri¢do do pro-
blema em termos de desigualdades matriciais lineares (ou
LMlIs, do inglés Linear Matrix Inequalities [6]) tem sido
uma das abordagens mais empregadas para a obtencdo de
condicdes de andlise e sintese de controle para sistemas com
atraso. Por exemplo, os resultados apresentados em [7, 8, 2]
utilizam uma representagdo da dindmica do sistema através
de modelos de sistemas descritores (incluindo a classe de sis-
temas neutrais), e em [9] sdo propostas condicdes de esta-
bilidade independentes do atraso para sistemas descritos por
l6gica difusa.

Salienta-se que varios esforgos t€m sido realizados com o ob-
jetivo de reduzir o conservadorismo das condi¢des de esta-
bilidade. Em especial, estes esfor¢os t€m sido direciona-
dos na busca de técnicas dependentes de pardmetros para
determinar a estabilidade de sistemas com incertezas de
forma politépica [10]. Entretanto, grande parte destes re-
sultados foram desenvolvidos para sistemas em tempo con-
tinuo, como por exemplo, as referéncias [10, 11]. Porém, é
conveniente desenvolver condicdes de estabilidade para sis-
temas em tempo discreto, visando implementagdes digitais
em tempo real. Apesar do apelo pritico, poucos métodos
foram desenvolvidos para sistemas discretos, como visto em
[4,12, 8, 13].

Dentro deste cendrio, o presente artigo propde condi¢des al-
ternativas para estudar a estabilidade robusta de sistemas li-
neares incertos em tempo discreto sujeitos a atrasos de trans-
porte. As condi¢des propostas sdo expressas em termos de
restricdes LMIs obtidas a partir de funcionais de Lyapunov-
Krasovskii com dependéncia polinomial no vetor de pardme-
tros incertos do sistema. Nas proximas se¢des, os resultados
sdo apresentados através da seguinte estrutura. A Sec¢do 2
formula o problema a ser abordado no artigo. Na Secéo 3,
apresenta-se uma formulagcdo LMI para tratar o problema de
andlise de estabilidade de sistemas discretos sujeitos a atraso
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no estado, considerando funcionais de Lyapunov-Krasovskii
quadréticos, enquanto, na Se¢do 4, consideram-se funcionais
de Lyapunov-Krasovskii com dependéncia polinomial no ve-
tor de parAmetros incertos do sistema. A Sec¢do 5 ilustra
a aplicacdo da metodologia proposta através de exemplos
numéricos e por fim na Sec¢do 6 sdo apresentadas as con-
clusdes e perspectivas futuras deste trabalho.

A seguinte notacao serd utilizada neste artigo. I,, representa
uma matriz identidade de dimensio n X n, 0, € 0, xm re-
presentam matrizes de zeros com dimensdon X n e n X m,
respectivamente. Para uma matriz real P, P’ representa a
sua transposta, He{P} := P + P/, e P > 0 (P > 0) sig-
nifica que P € uma matriz simétrica positiva definida (pos-
itiva semi-definida). Para um conjunto politépico A, a no-
tagdo V(A) representa o conjunto de todos os vértices de A.
Para uma seqiiencia ¢ : [—7,0] — R", a norma de ¢y, é
definida como ||k ||~ := sup_,<x<q ||[@(k)]|| € z\ representa
a seqiiencia de valores de z(k) para k € [k — 7,k]. As di-
mensdes de vetores e matrizes sdo omitidas sempre que elas
podem ser determinadas pelo contexto.

2 FORMULACAO DO PROBLEMA
Considere a seguinte classe de sistemas:

zk+1) =
xk) =

AAR)zE) + Aa(AB)zE—1),

e M) = o, Vhe[-#0], D

onde z(k), x(k—7) € R™ sdo os vetores de estados sem e com
atraso, respectivamente, A(k) € R™ & o vetor de pardmetros
incertos, 7 < R € um niimero inteiro positivo representando
o atraso de transporte com 7 € [0,7], e ¢y, e 1 sd0 as se-
qgiiencias de valores iniciais de x(k) e A(k) entre —7 e 0.
Supde-se que o vetor de pardmetros incertos e sua variacio

SAR) = A(k+1) — A®)

sdo limitados a uma regido politépica A com vértices con-
hecidos, i.e. (A(k),0A(k)) € A, onde a notagdo A(k) € A
significa que (A(k),0) € A. As matrizes A(-) e A4(-) sdo
fungdes racionais em A(k) com dimensdes apropriadas e bem
definidas para todo A(k) € A.

O problema a ser abordado neste artigo é o de determinar
condigdes que asseguram a estabilidade robusta do sistema
(1) para todo (A(k), 5A(k)) € A, considerando condi¢des de-
pendentes e independentes do atraso 7.

Com este objetivo, considere que a classe de sistemas acima
definida possa ser representada pelas seguintes equacdes de
diferencas e algébricas (doravante denominada de represen-
tacdo DAR [14]):



onde 7 € R™ é um vetor auxiliar; e A; € R"*™, A, €
Rnxn’ AS c Rnxm’ Ql c qun’ Q2 c qun e Qg c qum,
séo matrizes afins em A(k). Para que a representacdo acima
seja bem definida, assume-se em relagdo a representacdo (2)
que:

Al A matriz 23(\) tem posto completo por colunas para
todo A(k) € A.

A representagdo acima pode modelar toda a classe de fungdes
vetoriais racionais na incerteza, sendo equivalente a re-
presentacdo NFT (nonlinear fractional transformation) pro-
posta em [15], contrastando com a representacdo politdpica
com dependéncia linear nos pardmetros [16, 12]. Clara-
mente, a representacdo politdpica € um caso particular de
(2) com m = 0. Analogamente, a representacio DAR em
(2) torna-se equivalente as representacdes LFT (linear frac-
tional transformation [17]) e DAR em [18] quando as ma-
trizes Ay, Ao e As s@o constantes e 7 é unicamente fung@o
da incerteza.

A seguir, para ilustrar a representacdo DAR, apresenta-se o
seguinte exemplo.

Exemplo 1 Considere o seguinte sistema escalar:

0.5+ A\? 0.1
Definindo o vetor auxiliar 7(k) como
[ 20 de®  Na®  2br)  Aen |
W(k)_{ T+A3 T+A3 1423 T+A2 T+A2 } ’

obtém-se a representacdo em (2) com

Ay =0,43=[05 0 1 01 0],A4,=0,

1 -1 0 -A 0 0
0 A -1 0 0 0
Q=|0],QMN=| 0 A -1 0 0],
0 0 0 0 —1 =\
0 0 0 0 x -1

e QW=[0 0 0 1 0].

A andlise de estabilidade do sistema (1) serd desenvolvida
com base nos funcionais de Lyapunov-Krasoviskii (FLK)
[1]. Na andlise de estabilidade de sistemas incertos sem a
presenca de atraso de transporte, o método de Lyapunov é
largamente utilizado. Neste método, busca-se uma funcio
V(k,z(k)), denominada de fungio de Lyapunov, que quan-
tifica o desvio entre os estados e a solugdo trivial 0. Para
sistemas com a presenca de atraso de transporte, a andlise
de estabilidade é determinada seguindo o mesmo principio,

porém o conceito de estado inicial é substituido por uma se-
giiencia inicial x(#) no intervalo § € [—7, 0] representada,
neste artigo, por ¢. Logo, para sistemas com atraso, busca-
se um funcional V' (k,z)) dependente de ¢, medindo as-
sim o desvio entre a seqiiencia x, € a solucdo trivial 0. Este
método é conhecido como Lyapunov-Krasovskii, e V (k, xy)
¢ um funcional ao invés de uma funcdo. O seguinte Lema
caracteriza a estabilidade de sistemas com atraso segundo
esta abordagem [1].

Lema 1 Considere o sistema (1). Se existir um funcional
V(k, 1) continuo e escalares positivos €1, €z e €3 satis-
fazendo as seguintes condi¢oes

erl|p(0)|” < V(k, ¢r) < ealldnl? @)
AV (k, ¢r) < —es]|o(0)]|% )
para todo (A, 0A) € A, onde
AV(k,xg) =V (k+1,zk+1) — V(k,zk),

entdo o sistema (1) é assintoticamente estdvel para todo A
pertencente a A.

3 ESTABILIDADE QUADRATICA

Nesta secdo, trata-se do problema de andlise de estabilidade
considerando funcionais de Lyapunov-Krasovskii cujos ter-
mos sdo formas quadrdticas em z(k) e z(k—7) e indepen-
dentes da incerteza A (k). Em primeiro lugar, aborda-se o caso
da estabilidade independente do atraso e em seguida o caso
dependente do atraso.

3.1 Estabilidade Independente do Atraso

Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii seja
definido da seguinte forma:

V(:L‘k) = Vl(CL') + Vz(l‘k) , (6)
onde
Vi(z) = xz(k) Px(k), (7
k—1
Va(zy) = z(r) Qu(r), ®)
r=k—r

com P e () sendo matrizes simétricas a serem determinadas.

A variagdo de V() € determinada através das seguintes re-
lagdes

AVi(E) = zk+1)'Prlk+1) —2® PzE), ()
k
AVp(k) = > a(r)Qx(r)
r=k—7+1
k—1
— x(r)' Qz(r) . (10)
r=k—1
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Desenvolvendo AV, (k), tem-se:

AVo(k) = 2(k)' Qz(k) — z(k — 1) Qx(k — 1)  (11)

Entao, a diferenca do FLK fica na forma:
AV(E) = |zk+1) PrE+1) — @ Pk

+ a:(k:)'Qo:(k)fx(ka)/Q:r(ka) , (12)

ou ainda
AV (k) = m (k) (P, Q) mi (k) , (13)
sendo que 71 (k)=[z(k+1)" z® ak-7"]) e
P 0 0
IL(PQ)=]0 Q@-P 0 (14)
0o 0 -Q

Note que os elementos z(k+1), x(k), z(k—7) do vetor auxi-
liar 71 (k) sdo dependentes entre si, visto que eles estdo rela-
cionados pela dinamica do sistema. Desta forma, considere
a seguinte restrigéo sobre 71 (k):

0=[I. —AQ) —AsN) Jm(k). (15)

A restri¢do acima em termos da representagdo DAR pode ser
reescrita na seguinte forma

0= 91 (A) () (16)
onde 1 (k)= m(k) (k)] e
L —A() —As(N) —As()
LO=10 o) w0y ey @7

A partir da formulagdo acima, propde-se o seguinte resul-
tado, cujas condicdes para a andlise de estabilidade robusta
sdo independentes do atraso de transporte, onde o FLK é uma
forma quadrética em z e xy.

Teorema 1 Considere o sistema (1), com a sua represen-
tacdo DAR em (2) satisfazendo A1. Seja A um politopo com
vértices conhecidos, que define os valores admissiveis da in-
certeza A\(k). Suponha que existam matrizes P > 0, @ > O e
L satisfazendo a seguinte LMI para todo A € V(A).

{ Iy(P,Q) 0

0 0. } +He{LU1(\)} <0,  (18)

onde as matrizes ITy(P, Q) e U1 () sdo as definidas em (14)
e (17), respectivamente.

Entdo, o sistema (1) € assintoticamente estdvel para qualquer
Tel€eA.
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Prova. Suponha que a LMI (18) ¢ satisfeita para todo A €
V(A), entdo por convexidade ela também & satisfeita para
todo A € A.

Como P e () sdo definidas positivas, entdo o funcional
definido em (6) satisfaz

V(z,z,) > 0. (19)

Além disso, note que Vi e Vs sdo formas quadriticas em x
e ryj, respectivamente. Portanto, existem escalares positivos
€1, €9 tais que:

erllz®? < V(z,z) < eaf|ai? . (20)

Agora, considere a LMI em (18) e a represente de forma
compacta por = < 0. Como ela ¢ estrita, existe um escalar
€3 tal que 2+ €3 N7 N7 < 0, onde N7 é uma matriz constante
tal que Ny 1, (k) = z(k), e.g.

Nl = [ On In On On><m ] .

Pré e pés-multiplicando = + e3 N7 N7 < 0 por 1y, (k)" e
m, (k), respectivamente, obtém-se:

AV (z,z1) < —esllz@®>, VA € A, 1)
visto que Uy(A) n1, (k) = 0, e o resto da prova segue a partir
do Lema 1. ]

3.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Com o objetivo de obter condicdes de estabilidade depen-
dentes de atraso, considere o seguinte funcional

V(zg) = Vi(z) + Va(zr) + V(o) (22)
onde V; e V5 sdo como em (7) e (8), respectivamente, e
0 k—1
Va(we) = > > ur) Syr), (23)

p=—7+1r=k—1+p

com S sendo uma matriz constante e simétrica a ser determi-

nada e y(ry=a(r+1)—a(r), Vr. (24)

De maneira similar a se¢do anterior, a variagdo de V3(zy),
i.e. AV3(zy), é dada por:

0 k

Yo D dr)Sur)

p=—7+1r=k+p

0 k-1
=D D sy

p=—7+1r=k+p—1

yk) 7S Y k)—

T

AVg(xk) =

(25)

S

-1

yr)" S ur).

-7

I
>



Portanto, a variagéo do funcional V'(x, z,) em (22) pode ser
escrita da seguinte maneira:

AV (z,x1) = {:c(k+1)'Px(k+1)x(k)'Px(k)
+ () Qr#) — xk—7)'Quk—7)  (26)
k—1
+ y®'TSyk) Z y@r) }
r=k—1

Por conveniéncia, todos os termos na expressdo acima sao
colocados dentro do somatdrio em 7, ou seja,

k—1
AV (z,z,) = % Z [:U(k+1)/P:z:(k+1)a:(k)'P:z:(k)
+ () (k) — 2k—7) Qulk—1) 27
+ k) TSyYk) — y(r)'TSy(r)}.

De forma compacta, a equagdo (27) pode ser representada na
seguinte maneira:

k—1

AV (z,xy) _1 Z ok, ) TP, Q, S, 7) ma(k, 1), (28)
T r=
onde no(k,r) = [ zk+1)" z® zk-7" y® y@' ]
e
P 0 0 O 0
0O Q—P 0 0 0
LP,Q,57=|0 0 -Q 0 0 (29)
0 0 0 758 0
0 0 0O 0 -—-78

Observa-se que os elementos de 72 (k, ) séo dependentes en-
tre si e satisfazem a seguintes restri¢do:

1 k—1 In —A —Ad 0 0
0:72 I, -I, 0 —I, 0

n 7]2(/%‘,7"),
-0 I, -I, 0 —7I,

levando em conta a dindmica do sistema em (1), a definicdo
dey(-)em (24) e

k—1 k—1

> ylr)=
=k

r=k—r r=k—r

Considerando a representacio DAR do sistema (1), as res-
tricGes acima tomam a seguinte forma

=
== Z U (A7) 2, k1),

r=k—r

(30)

onde 1o, (k,7) = [ mak,n) w(k) ] e
I, —A; —-As 0 0 —As
10 O Qs 0 0 Qs
VA=l Zp 0 —I, o 0 (D
0 1, -1, 0 -7, 0

Com base nos resultados e consideragdes acima, o seguinte
resultado para a andlise de estabilidade robusta dependente
do atraso é proposto.

Teorema 2 Considere o sistema (1), com a sua represen-
tacdo DAR em (2) satisfazendo A1. Seja A um politopo com
vértices conhecidos, que define os valores admissiveis da in-
certeza \(k). Seja 7 o atraso de transporte maximo. Suponha
que existam matrizes P > 0, @ > 0,5 > 0, e L satisfazendo
a seguinte LMI para todo A € V(A).

HQ(Pvasv 71) 0

T)F <0, (32

onde as matrizes IIy(P, @, S,7) e Uy(A,7) sdo as mesmas
definidas em (29) e (31), respectivamente.

Entdo, o sistema (1) € assintoticamente estdvel para todo 7 €
[0,7] e todo A € A.

Prova. Suponha que a LMI (32) ¢ satisfeita para todo A €
V(A), entdo por convexidade ela também é satisfeita para
todo A € A.

Como P, (@ e S sdo definidas positivas, entdo o funcional
definido em (22) satisfaz

V(z,z) > 0. (33)

Como V; e Va, V3 sdo formas quadréticas em x e xy, respec-
tivamente, existem escalares positivos €1, €9 tais que:

allz®|® < V(x,zx) < ez} - (34)

Agora, considere a LMI em (32) e a represente de forma
compacta por = < 0. Como ela € estrita, existe um escalar
€3 tal que =+ e3 N} Ny < 0, onde N, é uma matriz constante
tal que Ny 12, (k) = z(k), e.g.

Pré e pés-multiplicando Z + e3NyNy < 0 por 12, (k)" e
12, (k), respectivamente, obtém-se:

AV (z,x1) < —es|z®)]?, VA €A, (33)

visto que Uo(A, 7) no, (k) = 0, e o resto da prova segue a
partir do Lema 1. |
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4 ESTABILIDADE
PARAMETROS

DEPENDENTE DE

Nesta sec¢do, os resultados apresentados na se¢do anterior sao
estendidos para funcionais de Lyapunov-Krasovskii depen-
dentes do vetor de parAmetros A(k). Os termos desses fun-
cionais sdo formas quadrdticas em z(k) e x(k—7) e polino-
miais em A(k). Em primeiro lugar, aborda-se o caso da esta-
bilidade independente do atraso e em seguida o caso depen-
dente do atraso.

4.1 Estabilidade Independente do Atraso

Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii seja
definido da seguinte forma:

Vi, Ak) = Vi(@®), AR) + Valzr, M), (36)
onde
Vi(@®),A\B) = z®POA®)zE e (37)
k—1
Va(zg, Ak) = Z z0) QA=) ,  (38)
r=k—r

P(X) e Q(A) sdo matrizes simétricas cujos elementos sdo
fungdes polinomiais em .

Visando uma formulacéo convexa para o problema de andlise
de estabilidade robusta, as matrizes P(\) e Q(\) obedecem
a seguinte estrutura:

POV = [ o ]/P[ o ] , (39)
o =] oM Jo[ oM ], (@0)

onde P € R(P)x(n+p) ¢ ) € R("+P)x(n+P) s30 matrizes
simétricas e constantes a serem determinadas, e O(\) €
RP*™ ¢ uma matriz dada cujos elementos sdo funcdes poli-
nomiais em .

Definindo o vetor auxiliar £(z, ) := O(A)x , tem-se que
os elementos de (x, ) sdo fungdes polinomiais em A. Por-
tanto, existe uma representa¢do na forma DAR para £(x, \)
na seguinte forma [19]:

§(x,A) = Fr(N)z+Fa(Ng(z, A)

0 = & (At Ba(Nglz, \) “h

onde g(z, ) € R™9 é um vetor auxiliar contendo mondmios
de grau maior do que 2em x e \; e [} € RPX™; e Fy €
RP*™Mg Py € RIX™ e Oy € R%9*™s g0 matrizes afins no
vetor A.

Para que a representag@o acima seja bem definida, assume-se
de maneira similar a representacdo em (2) que:
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A2 A matriz $3(\) tem posto completo por colunas para
todo A(k) € A.

Note que a representacdo (41) pode ser aplicada para qual-
quer x e A computados nos instantes k, k+1 e k— 7, isto
é, para {(k) = O(k)zk), E(k+1) = O(k+1D)zE+1) e
E(k—1) =0(k—7)xk—7).

Por conveniéncia, definem-se os seguintes vetores auxiliares:

v= [igm vy = [g(k“)} JUr = F(k::)} L @)

Utilizando a notacdo acima, a diferenca do funcional de
Lyapunov-Krasovskii como definido em (36) pode ser escrito
da seguinte forma:

AV (k) = v/ Pvy —v'Po+v'Qu — v.Qu,,

ou na seguinte forma compacta, levando em consideracio as
representacdes em (2) e (41),

AV (k) = n3(k) T3(P, Q)ns (k) , (43)

ondeng(k) = [ o, o o x(k) g, g g Ve
P 0 0 0
1o @-P 0 o0
HS(PaQ)* 0 0 _Q 0
0 0 0 0y

onde g=g(k), g+ =g(k+1), gr =g(k—7) e di =m+3m,,.

Observa-se que os elementos do vetor auxiliar 73 (k) sdo de-
pendentes entre si e, com base nas representacdes DARs em
(2) e (41), satisfazem as seguintes restricdes:

N

xk+1) — A (Naxk) — As(Nzk—T7)
) + Qa(A

— As(N\)(k) =
k (

) 0
Q1 (N)z( Jxk—1) + Q3s(N)mw(k) =0
§(k) — Fi(A®)z k) — F2(AK)g =0
Ek+D) — FiA+oNxz(k+1) — Fo(A+dNgy =0
§k—7) — Fi(Ak—7)zk—7) — F2(Ak—7))gr =0
1 (AER)z k) + P2(AK)g =0

D1 AR +oAR)xE+D) + PoNE)+IAE) g =0
Oy (k— 0

nak—7) + Cak—7)g- =

as quais podem ser reescritas na seguinte forma compacta

UsARE), AR, Ak—7) ns(k) = 0 (44)
onde W3(A(k), 0AK), \E—7) = [V15p),i=1,...,8ej =
1,...,7, cujos blocos 9 ; ;) sdo dados por



Y11,1) = Ne, Y11,2) = —A1(AE)) N, ,
V11,3) = —A2(AR)Ne,  11,0) = —A3(/\(k))

) Yi(2,3) = ()\()) s

) V13,2) = Ne—F1(A(K) Nz
z/J141)—N£ Fl()\‘f' AN
V1(5,3) = Fi(Ak— ))Nx,

1/11(5,7) =—F(A\k-1), %(6 2) = ( ®)Ne
V16,6) = @2(>\(k))7 Y1) = <I>1( (k+D)Ny ,
Vir,s) = Po(AE+1), iz = Pr(AE—T))Ne,
Vi) = La(Ak—17)),

sendo que as matrizes v(;, ;) ndo definidas acima sdo ma-
trizes de zeros com dimensdes apropriadas, € N¢ e IV, sdo
matrizes constantes tais que Nev(y = £(-) e Nyvey = x(-),
como, por exemplo, as matrizes

N&Z[Ip Opxn}7NLE:[O’I’L><p In}

A formulacao acima leva ao seguinte resultado para a andlise
de estabilidade robusta, independente do atraso de transporte
e dependente de parimetros.

Teorema 3 Considere o sistema (1), com a sua represen-
tacdo DAR em (2) satisfazendo Al. Seja ©(\) € RP*"
uma dada matriz cujos elementos sdo fungdes polinomi-
ais em A, e considere a decomposicdo DAR em (41) satis-
fazendo A2. Seja A um politopo com vértices conhecidos,
que define os valores admissiveis da incerteza A(k) e de sua
variacdo dA(k). Suponha que existam matrizes P = P/,
Q = Q', L, M e W satisfazendo as seguintes LMIs para
todo (A(k), 0A(R), Ak—7)) € V(A x A).

[ 103 029 } + He{LT1(A(#)} > 0 45)
[ f)? 00 } + He{MYT1(A®)} > 0 46)
Ty (P, Q) + He{ WU\, SAK), Al—7)} < 0(47)
onde
Ne— LN, —F5(\)
1) = { BN, BV

Entdo, o sistema (1) € assintoticamente estdvel para qualquer
(A, 6A) € A e independente do atraso 7.

Prova. Suponha que as LMIs (45)-(47) estao satisfeitas para
todo (A (%), 0A(k), A(k—7)) € V(A x A), entdo por convexidade
elas também estdo satisfeitas para todo (%), 0A(k), A(k—7)) €
A xA.

Considere as LMIs (45) e (46) e defina o vetor auxiliar 07 =
[ v ¢ ]. Pré- e pés-multiplicando estas LMIs por o] €

01, respectivamente, obtém-se:

Vi@®), AR) = 20 PO®)2® > 0,

k-1
2 w0'Q

T=K—T

(48)

Z‘k,)\k (T) >0, (49)

pois T1(A)oy = 0 para qualquer instante .

Como os elementos das matrizes P(\) e Q(\) séo limitados
por suposi¢do (i.e., A € A) existem escalares positivos €1, €2
tais que:

< V(w,2x) < ealanll

el @] (50)

Agora, considere a LMI em (47) e a represente de forma
compacta por £ < 0. Como ela ¢ estrita, existe um es-
calar €3 tal que =+ esN4N3 < 0, onde N3 é uma matriz
constante tal que N3 n3(k) = x(k). Pré e pés-multiplicando
=+ esN4{N3 < 0 por n3(k)’ e ns3(k), respectivamente,
obtém-se:

AV (z,zp) < —esllz®]*, VA €A, (51)

visto que Us(-) n3(k) = 0, e o resto da prova segue a partir
do Lema 1. [}

4.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Afim de obter condi¢cdes de estabilidade dependente do
atraso e do vetor de parametros A, considere o seguinte FLK

V(xk, M) =V1(x®), A\®) + Val(xr, \i) + Va(@g, \k), (52)

onde V7 e V5 sdo os mesmos definidos em (37) e (38), re-
spectivamente, e

&0 o [&0
Va(xk, M) = Z Z [ S , (53)
22 L] e
onde S € R("+P)x(n+p) & yma matriz simétrica e constante
a ser determinada, e
&(r)=00r+Dzr+1)—

o)z . (54)

De maneira similar a se¢fo anterior, definem-se os seguintes
vetores auxiliares:

_ = : 55
w={5 | o w= {505 e
levando a seguinte expressdo para AVs(z, A):
k—1
AV(zp, M) = w' 78 w— Z w,. Swy.  (56)
r=k—r1
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Utilizando a notag@o acima, a diferenca do funcional definido
em (52) pode ser escrita da seguinte forma:

AV (xp, Ap) = v, Pvy — 0" Pu+v'Qu — v, Qu,
k—1
+w' 78 w— Z w). S w,,

r=k—r

Por conveniéncia, todos os termos na expressao acima siao
colocados dentro do somatdrio em 7, ou seja,

k—1

— v, Qus+T (W Sw—w, Sw,)|.

1
AV(l‘k, /\k = -
T

r

[vg_ Pv, —v' Pv+v'Qu (57)

—r

Levando em consideragéo (2) e (41), AV (zy, A;) pode ser
representada na seguinte forma compacta

k—1
> male, ) TP, Q, S, Dmalk, ), (58)

r=k—1

AV (g, ) =

\H)—‘

onde ny(k,r) = [, v v w w. w(k) g
9 gz ].e
P 0 0 0 0 0
0 Q-P 0 0 0 0
o 0o @ 0o 0o o
0 0 0 0 -5 0
0 0 0 0 0 0g

Note que os elementos do vetor auxiliar ny(k, r) sdo depen-
dentes entre si e considerando a representacio DAR (2) do
sistema (1) € possivel associar as restricdes

1 k—1
= > TN nalke,n), (60)
-
r=k—r
onde
F(/\):{Nz *AlNr *AQNz On><d2 *AS Onxd3
0 N, DNy Opxd, 23 Opxas

sendo dy = 2(n + p) e d3 = 3m,,.

Com base nas representacdo DAR definida em (41), obtém-
se as seguintes igualdades:

k-1

S €) - R()() -
=k

-7

Fy()g(-) =0

e

T
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E

1 -1
=30 @i()al) + @a()g() =0

T

I
el

-7

De maneira similar, levando em conta a defini¢do de y(-) em
(24) e definindo os seguintes vetores auxiliares:

=[] € o= [50],

a(r)
entio w =v4 — v €

k—1 k—1

> -

)=v—v,.

Considerando a representagdo DAR do sistema em (2) e de
&(-) em (41), as restrigdes acima podem ser reescritas na
seguinte forma compacta

k-1
0= Z W), A A=), 7) mulk,r)  (61)
onde W4 AK), SAE), \E—1),7) = [You ], i =1,...,10e
Jj=1,...,9, cujos blocos ¥y; ;) sdo dados por
o) = Yo1,2) = —A1(AE)) N, ,
Po(1,3) = *A2(/\(k‘))N Paa,6) = —Az(AK)) ,
¢2(2,2) = ( (k))N ¢2(2,3) = QZ()‘(k))Nza
VYa2,6) = 3(AK)), Ya(3,2) = Ne—Fi(AK)) Ny,
Po38) = —Fz()\( ) Yowa,1) = Ne—F1A+0NN,
Yoy = —FoQA+6N, a3y = Ne—Fi(Ak— ))Nx,
1/J2 5,9) = Fz()\(k—T)) ) 1P2(6,2) =9 ()\(k))Nz )
'(/)2(6 8) = P2(A(K)), Yo7,y = Lr(Ak+1)) N,
Yo,y = ‘Dz()\(kJrl)) , o a3 = P1(AE—T))Ne,
Yog,0) = Po(Ak—7)),  20.1) = Inip
Ya(9,2) = —Inip ha(9,4) __Inﬂ)
Y2010,2) = Inip ¥2(10,3) = —Lnip s

Ya10,5) = —Tlnap

e, similarmente a secdo anterior, as matrizes wg(m-) nao
definidas acima sdo matrizes de zeros com dimensdes apro-
priadas.

Com base na formulacdo acima o seguinte resultado para
para a andlise de estabilidade robusta, dependente do atraso
de transporte e dependente de pardmetros € proposto.

Teorema 4 Considere o sistema (1), com a sua decom-
posicdo DAR em (2) satisfazendo Al. Seja ©(\) € RP*"
uma dada matriz cujos elementos sdo fungdes polinomiais
em )\ e considere a representacdo DAR em (41) satisfazendo
A2. Seja 7 o atraso de transporte maximo ¢ A um politopo
com vértices conhecidos, que define os valores admissiveis



da incerteza A(k) e de sua variagdo dA(k). Suponha que exis-
tam matrizes P =P, Q =Q', S =S, L, M, T e W satis-
fazendo as seguintes LMIs para todo (A(k), A(k), \(k—7)) €
V(A x A).

| 1([)) ogq } + He{LY1(A®)} >0 (62)
| %2 02; ] + He{MTY1(A®)} >0 (63)
| § 02} + He{TTo(A®), A R)} >0 (64)
I4(P,Q, S, 7)+ )

He{W U, \K), AR, Ak—7),7)} <0

ondeds =2(n+p+my) e

g [Ty O] [ =Ly O]
ToN=| 0 Ti(\) 0
0 0 TL(A+6\)

Entao, o sistema (1) € assintoticamente estdvel para todo 7 €
[0,7] e todo (A, 0A) € A.

Prova. Suponha que as LMIs (62)-(65) estao satisfeitas para
todo (A (%), 0A(k), A(k—7)) € V(A x A), entdo por convexidade
elas também estdo satisfeitas para todo \(k), 0A(k), A(k—)) €
A xA.

Utilizando a prova do Teorema 3, as LMIs (62) e (62) impli-
cam que

Vi), M) = 2B POR)TH >0, (66)
k—1
Vo(zr, A\p) = Z z)' QAM)xl) > 0. (67)
r=k—r

Agora, considere a LMI (64) e defina o vetor auxiliar o9 =
[w v ¢ v g\ ]. Pré e pés-multiplicando esta

LMI por ¢}, e o, respectivamente, obtém-se:
0 k—1 /
3 (7“)} [E (7“)}
Vs(ag, Ax) = Y S|~ >0,
o= 3 5[5 s[5
p=—7+1r=k—1+4p
(63)
pois Ta(\, d\)oy = 0 para qualquer instante k.

Como os elementos de Vi, V5 e V3 sdo limitados por su-
posicéo (i.e., (A, 0A) € A) existem escalares positivos €1, €3
tais que:

ella®® < V(x,zr) < ellall? - (69)

Agora, consideje a LMI em (65) e a represente de forma
compacta por 2 < 0. Como ela € estrita, existe um escalar

€3 tal que =+ esNyN,; < 0, onde N, é uma matriz cons-
tante tal que Ny ny(k,r) = x(k). Pré e pés-multiplicando
2 + e3N,N; < 0 por nyk,r) e nyk,r), respectivamente,
obtém-se:

AV (z,z1) < —esllz@®*, V (N, 6M) €A, (70)

visto que Wy(-) ny(k,r) = 0, e o resto da prova segue a partir
do Lema 1. [}

5 EXEMPLOS NUMERICOS

A seguir sdo apresentados dois exemplos numéricos com o
objetivo de ilustrar a abordagem proposta.

Exemplo 1: Considere o Exemplo 1 proposto em [13], onde
conclui-se que o sistema incerto é quadraticamente estdvel
para 7 = 2. Uma representacio politOpica para este sistema,
de acordo com a representagdo apresentada em (1), pode ser
dada na seguinte forma:

AMK) = Af+alAA e
Aa(AE®) = AgEtalAg,
onde
—0.5 —0.4 0.3 0.1
A{ 0.2 —0.6}’ Ad[—o.l 0.1]’
0.045 0.03 0.06 0.03
AA_[O.OLB 0.01}’ AAd_{o.oz 0.01}’

e a € um dado escalar tal que o sistema é quadraticamente
estavel.

Para o sistema acima, aplica-se o resultado proposto no Teo-
rema 1 e verifica-se que o sistema € assintoticamente estivel
independente do atraso 7 para todo o € [0,5.1). Em con-
trapartida, o resultado apresentado em [13] prova que o sis-
tema € assintoticamente estdvel para T = 2 e o = 1. Agora,
supondo que o sistema seja invariante no tempo e levando em
consideracao que as matrizes P e ) no Teorema 1 aparecem
de forma isolada, pode-se fazer as matrizes P e () depen-
dentes dos vértices do politopo sem perda de convexidade.
Neste caso, verifica-se que o sistema € assintoticamente es-
tdvel independentemente do atraso para todo « € [0, 5.8).

Exemplo 2: Considere o exemplo proposto em [8]. A este
sistema inclui-se uma incerteza racional nos estados levando
a seguinte representagio:

0.8 0 -0.1 0
xk+1)= 0 0.97((();37_;))\) x(k)+ {_0.1 _0-1:|£(k—7')
onde A € [0,0.1].
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Ty

Y }, a representacdo DAR em (2) é

Definindo-se m = [
definida com:

0.8 0 0
Al:[ 0 0}’ Az=Aa, AS:[O.97(O.8+)\)}’

Q=[0 1], Q=[0 0], e Q=] -1+A].

Aplicando-se o Teorema 2 verifica-se que o o sistema € as-
sintoticamente estdvel para um atraso de transporte maximo
7 = 16 para qualquer A € [0,0.1]. Ressalta-se que pelo
método apresentado em [8] encontra-se 0 mesmo atraso ma-
ximo 7 com A = 0.1, porém neste método nao sdo admitidas
incertezas racionais no modelo.

6 CONCLUSOES

Este artigo aborda o problema de estabilidade de sistemas
lineares incertos em tempo discreto sujeitos a atraso no ve-
tor de estados, onde admite-se que o sistema possa depen-
der de forma racional do vetor de pardmetros incertos do sis-
tema. Utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii com
dependéncia polinomial nos pardmetros, obtém-se condicdes
de estabilidade dependente e independentes do atraso em ter-
mos de desigualdades matriciais lineares. Destaca-se que
a metodologia proposta ndo utiliza nenhuma transformagdo
para sistemas com atraso distribuido e nem limitantes su-
periores do produto cruzado de dois vetores a fim de obter
condig¢des convexas. Os resultados numéricos demonstram a
aplicabilidade da metodologia proposta na andlise de esta-
bilidade de sistemas discretos lineares incertos sujeitos a
atraso de transporte.
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