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"Se fiz descobertas valiosas, foi mais por ter
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Resumo

Esta dissertação aborda o problema de análise de estabilidade robusta de sistemas lineares
discretos sujeitos a atraso de transporte e incertezas paramétricas que podem aparecer de forma
racional na representação por espaço de estados do sistema. As condições de estabilidade são
baseadas em funcionais de Lyapunov-Krasovskii e são obtidas através da aplicação de decom-
posições não lineares de funções vetoriais racionais. As condições de estabilidade propostas
podem ser dependentes e independentes do atraso e são expressas através de desigualdades
matriciais lineares (ou LMIs).
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Abstract

This Master thesis addresses the robust stability analysis problem of uncertain discrete-time
linear systems subject to state delay, where the system state-space representation is allowed to
be a rational function of the uncertain parameters. The stability conditions are obtained from
Lyapunov-Krasovskii functionals with polynomial parameter dependence by means of nonlinear
decompositions of rational vector functions. The proposed results are divided into delay de-
pendent and delay independent, and they are expressed in terms of linear matrix inequalities
(LMIs) constraints.
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Capítulo 1

Introdução

Modelos de sistemas dinâmicos sujeitos a incertezas e atrasos de transporte são amplamente

encontrados em diversas áreas de conhecimento, como por exemplo, matemática, engenharia,

física, economia e biologia [19]. Nestes sistemas, suas incertezas devem ser modeladas para

garantia de estabilidade de sistemas de controle. Além disso, a presença do atraso de transporte

compromete as características dinâmicas do sistema, prejudicando sua performance [37], além

de ser fontes de oscilações [24, 30, 40]. Sendo assim, desconsiderar o efeito da fase do atraso

de transporte no projeto de um controlador pode prejudicar a estabilidade e o desempenho do

sistema em malha fechada.

Recentemente, o estudo de sistemas com atraso tem despertado grande interesse na área de

pesquisa de sistemas de controle e vários métodos de análise e síntese têm sido desenvolvidos

com o passar dos anos [24, 40, 37]. Assim como no caso de sistemas incertos sem a presença

do atraso, técnicas baseadas em conceitos de estabilidade quadrática têm se mostrado efetivas

para lidar com estes problemas [40]. Porém, em alguns casos a estabilidade quadrática pode

levar a resultados bastante conservadores [27]. Uma das formas de se contornar este problema

é através da utilização de funções de Lyapunov dependentes de parâmetros.

No caso de sistemas em tempo discreto, uma das formas mais naturais para tratar o atraso de

1



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 2

transporte é através da inclusão de novos estados no sistema [31]. Entretanto, para sistemas com

grandes atrasos de transporte ou quando o atraso é várias vezes superior à taxa de amostragem,

estes sistemas podem possuir uma dimensão muito grande e a inserção de novos estados resulta

em um sistema de elevada ordem. Isto aumenta a complexidade ou até mesmo impossibilita

a utilização de técnicas de otimização convexa na solução de problemas de controle. Outro

problema que ocorre é quando o atraso não é perfeitamente conhecido e existe a dificuldade de

obter-se uma representação sem o atraso [31, 21]. Geralmente, nestes casos utilizam-se condições

suficientes para provar a estabilidade de sistemas sujeitos a atrasos de transporte de maneira

similar ao caso contínuo [19].

Trabalhos realizados utilizando tais conceitos são usualmente descritos de duas formas: in-

dependente e dependente do atraso [3, 24, 37, 30]. A condição independente do atraso verifica

estabilidade do sistema para qualquer valor do atraso de transporte, enquanto que a condição

dependente do atraso é menos conservadora, pois o sistema é estável desde que o atraso de

transporte não ultrapasse um determinado valor [21]. Tais condições são baseadas em dife-

rentes modelos e transformações, e o sistema é geralmente descrito em termos de equações de

diferenças funcionais levando aos conceitos de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii e Lyapunov-

Razumikhin [19, 37]. Para utilizar-se tais conceitos, uma das formas mais empregadas para a

determinação da estabilidade do sistema é a descrição do problema em termos de desigualdades

lineares matriciais, ou LMIs (Linear Matrix Inequalities).

LMIs são utilizadas em vários problemas práticos específicos em engenharia de controle,

tendo como principal vantagem a solução de forma convexa [2]. Como uma LMI pode ser repre-

sentada de diversas formas e dificilmente ela está representada em sua forma afim, é necessária a

utilização de alguns métodos de conversão. Pode-se citar o uso do complemento de Schur que é

amplamente aplicado neste sentido, bem como o Lema de Finsler que permite obter formulações

equivalentes para testes de LMIs e a inserção de restrições [2, 8]. Com o passar dos anos, novas

técnicas e teoremas foram desenvolvidos a fim de facilitar sua resolução e aplicação. Atualmente
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existem diversos softwares capazes de solucionar LMIs de forma satisfatória, como por exemplo,

LMI Control Toolbox [18] para MatLab.

Nota-se que a descrição do problema em termos de LMIs tem sido uma das abordagens

mais empregadas para a obtenção de condições de análise e síntese de controle para sistemas

com atraso, sendo que grande parte destes resultados foram desenvolvidos para sistemas em

tempo contínuo, como por exemplo, as referências [16, 32]. Contudo, é conveniente desenvolver

condições de estabilidade para sistemas em tempo discreto, visando implementações digitais em

tempo real [21].

Apesar do apelo prático, poucos métodos foram desenvolvidos para sistemas discretos com

atraso. Alguns exemplos de resultados são apresentados em [14, 15, 24, 14] que utilizam uma

representação da dinâmica do sistema através de modelos de sistemas descritores (incluindo

a classe de sistemas neutrais), e em [40] onde são propostas condições de estabilidade inde-

pendentes do atraso para sistemas descritos por lógica difusa. Ainda pode-se citar condições

dependentes do atraso propostas em [21] e [36] que apresentam critérios de estabilidade e esta-

bilização quadrática. Outros trabalhos também foram desenvolvidos para controle desta classe

de sistemas, como por exemplo, controle via custo garantido em [3], controle robusto em [22] e

controle de sistemas chaveados em [37].

Ao mesmo tempo, salienta-se que vários esforços têm sido realizados com o objetivo de re-

duzir o conservadorismo das condições de estabilidade. Em especial, estes esforços têm sido

direcionados na busca de técnicas dependentes de parâmetros para determinar a estabilidade

de sistemas com incertezas de forma politópica [16]. Segundo esta abordagem, um dos proble-

mas encontrados é quando o vetor de incertezas não aparece de forma afim nas matrizes do

sistema. Nos últimos anos, várias formulações convexas para o problema foram propostas na li-

teratura como o conceito de multi-convexidade [12], estabilidade bi-quadrática [33], estabilidade

estendida [8], entre outras. Um exemplo desde problema ocorre em modelos discretos prove-

nientes da discretização de sistemas contínuos quando utilizam-se transformações bi-lineares ou
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do tipo backward [13], resultando em matrizes do sistema com dependência racional no vetor de

parâmetros. Uma possível formulação para este caso é através da utilização da representação

por diferenças algébricas (denominada de representação DAR) [6], pois permite modelar toda a

classe de funções vetoriais racionais na incerteza.

Resultados para determinar condições que asseguram a estabilidade robusta de sistemas

lineares em tempo discreto sujeitos a atrasos de transporte são apresentados nesta dissertação.

Tais resultados consideram condições dependentes e independentes do atraso e com o objetivo

de reduzir o conservadorismo são estendidos para condições dependentes de parâmetros. As

condições propostas são expressas em termos de restrições LMIs obtidas a partir de funcionais

de Lyapunov-Krasovskii.

Descrição dos Capítulos

Primeiramente, no Capítulo 2 são apresentados alguns conceitos fundamentais para o desen-

volvimento dos resultados principais desta dissertação. No Capítulo 3, são expostas as formu-

lações LMIs para tratar o problema de análise de estabilidade de sistemas discretos sujeitos a

atraso no estado, considerando funcionais de Lyapunov-Krasovskii quadráticos. Neste capítulo

também ilustra-se a aplicação da metodologia proposta através de exemplos numéricos. No Capí-

tulo 4, as formulações LMIs do Capítulo 3 são estendidas para funcionais de Lyapunov-Krasovskii

dependentes do vetor de parâmetros. Da mesma forma, um exemplo ilustra a aplicação. As

considerações finais e propostas futuras são apresentadas no Capítulo 5.



Capítulo 2

Conceitos Básicos

Neste capítulo são apresentados alguns conceitos fundamentais para o desenvolvimento dos

resultados principais desta dissertação. Este conceitos fundamentais são mostrados de forma

resumida neste capítulo e portanto exigem um certo conhecimento dos temas abordados. Caso

necessário, o leitor pode obter maiores detalhes e informações nas seguintes referências: teoria

de Lyapunov [20], desigualdades matriciais lineares (LMIs) [2], sistemas incertos [10] e sistemas

com atraso [19].

2.1 Estabilidade por Lyapunov

A estabilidade de um sistema pode ser caracterizada pela energia do sistema. Em outras

palavras, se a energia de um sistema tende a zero quando o tempo tender ao infinito, então

o sistema é dito assintoticamente estável. Os métodos de Lyapunov possuem a habilidade de

verificar a estabilidade através de uma função escalar que procura descrever a energia do sistema.

Se esta função, conhecida como função de Lyapunov, for positiva e decrescente, pode-se concluir

que o sistema é assintoticamente estável. A verificação da estabilidade de um sistema pode ser

realizada através dos métodos indireto ou direto (segundo método de Lyapunov) [20].

Pelo segundo método de Lyapunov verifica-se a estabilidade sem solucionar o conjunto de

5
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equações diferenciais que descrevem o sistema. Sua limitação está em determinar uma função

de Lyapunov que caracterize a estabilidade. Caso a função seja encontrada, a estabilidade

está verificada, porém em caso contrário, nada pode-se afirmar a respeito da estabilidade do

sistema. Ressalta-se que o método direto de Lyapunov pode ser aplicado a sistemas forçados

e não forçados, lineares e não-lineares, estacionários ou variantes no tempo, determinísticos ou

estocásticos [9].

Em contrapartida, o método indireto de Lyapunov verifica a estabilidade do sistema deter-

minando se a aproximação linear do sistema em torno do ponto de equilíbrio é estável. Desta

forma, pelo método indireto a estabilidade do sistema é caracterizada localmente, isto é, em

uma região em torno do ponto de equilíbrio. Enquanto que a resposta de sistemas não-lineares

é limitada ou não-limitada, talvez dependa de condições iniciais ou das condições forçadas do

sistema e ainda pode possuir oscilações em torno de um valor constante de pico, em sistemas

lineares invariantes no tempo o sistema é estável ou instável, independente das condições iniciais

ou das entradas do sistema [9].

A seguir são apresentadas algumas definições importantes para conceituar estabilidade com

base no seguinte sistema não-linear:

ẋ = f(x, t), x(t0) = x0 (2.1)

onde x ∈ ℜn e t ≥ 0.

Teorema 1 (Existência e Unicidade [20]) A partir do sistema (2.1) e sendo f(x, t) contínua

por partes em t, tal que satisfaça a condição de Lipschitz, dada por

‖f(x1, t) − f(x2, t)‖ ≤ L‖x1 − x2‖, ∀x1, x2 ∈ B(r), (2.2)

onde B(r) = {x ∈ ℜn | ‖x − x0‖ ≤ r, r > 0}, ∀ t ∈ [t0, t1]. Então existe algum δ > 0 tal que a
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equação (2.1) tenha uma única solução no intervalo [t0, t0 + δ].

Definição 1 (Ponto de equilíbrio) Para o sistema (2.1), xe é definido como um ponto de equi-

líbrio se f(xe, t) ≡ 0, ∀t ≥ 0.

Em geral, supõe-se que o ponto de equilíbrio do sistema seja a origem. Porém caso isto não

aconteça, pode-se transladar o ponto de equilíbrio xe à origem fazendo com que o 0 seja o ponto

de equilíbrio do sistema transladado [28].

Definição 2 (Estabilidade) O ponto de equilíbrio x = 0 é dito ponto de equilíbrio estável se

∀ t0 ≥ 0 e ǫ > 0, exista um δ(t0, ǫ) tal que

‖ x0 ‖< δ(t0, ǫ) ⇒ ‖ x(t) ‖< ǫ, ∀ t ≥ t0,

onde x(t) é a solução do sistema partindo de x0 até t0.

Esta definição de estabilidade requer que as trajetórias iniciadas dentro da região represen-

tada por B(δ) de raio δ não ultrapassem a região B(ǫ) de raio ǫ, centrada no ponto de equilíbrio

xe.

Definição 3 (Estabilidade uniforme) O ponto de equilíbrio x = 0 é dito ponto de equilíbrio

uniformemente estável se δ = δ(ǫ), isto é, se δ pode ser definido independentemente de t0.

Definição 4 (Estabilidade assintótica) O ponto de equilíbrio x = 0 é dito ponto de equilíbrio

assintoticamente estável se

• x = 0 é um ponto de equilíbrio estável,

• x = 0 é atrativo, isto é, para todo t0 ≥ 0 existe um δ(t0) tal que

‖ x0 ‖< δ(t0) ⇒ limt→∞ ‖ x(t) ‖= 0.
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A Definição 2 de estabilidade e o conceito de estabilidade assintótica são ilustradas, segundo

[9], através da figura 2-10.

Figura 2-1: Estabilidade assintótica e no sentido de Lyapunov

Definição 5 (Estabilidade uniforme assintótica) O ponto de equilíbrio x = 0 é dito ponto de

equilíbrio uniformemente assintoticamente estável se

• x = 0 é um ponto de equilíbrio uniformemente estável,

• As trajetórias de x(t) convergem uniformemente a 0, ou seja, existe δ > 0 e uma função

γ(t, x0) : ℜ+ ×ℜn 7→ ℜ+ tal que limt→∞ γ(t, x0) = 0 para todo x0 ∈ B(δ) e

‖ x0 ‖< δ ⇒ ‖ x(t) ‖≤ γ(t − t0, x0) , ∀ t ≥ t0.

As definições anteriores referem-se a estabilidade local, ou seja, nas vizinhanças do ponto de

equilíbrio. Conceitos de estabilidade global são mostrados a seguir.

Definição 6 (Estabilidade global assintótica) O ponto de equilíbrio x = 0 é dito ponto de

equilíbrio globalmente assintoticamente estável se é estável e limt→∞ x(t) = 0 ∀x0 ∈ ℜn.

Definição 7 (Estabilidade global uniforme assintótica) O ponto de equilíbrio x = 0 é dito ponto

de equilíbrio global, uniforme e assintoticamente estável se é globalmente assintoticamente estável
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e a convergência para a origem é uniforme no tempo, ou seja, existe uma função γ : ℜ+×ℜn 7→

ℜ+ tal que

‖ x(t) ‖≤ γ(t − t0, x0), ∀ t ≥ 0 , x0 ∈ ℜn .

Definição 8 (Estabilidade exponencial [20]) O ponto de equilíbrio x = 0 é dito ponto de equi-

líbrio exponencialmente estável se existir um λ e uma estimativa da taxa de convergência α > 0

tal que

‖ x(t) ‖≤ λ e−α(t−t0) ‖ x0 ‖, ∀ ‖ x(t0) ‖≤ ǫ e t ≥ t0 .

A seguir, apresentam-se alguns conceitos importantes na análise de estabilidade de sistemas

através do método direto de Lyapunov.

Definição 9 (Função definida positiva) Sendo x = 0 o ponto de equilíbrio de (2.1), D ⊂ ℜn

uma região contendo x = 0 e V : D 7→ ℜ uma função contínua e diferenciável tal que

V (0) = 0,

V (x) > 0, para x 6= 0 e D − {0}

(2.3)

então a função V (x) é dita ser definida positiva e D é o domínio de V (x).

Definição 10 (Função semi-definida positiva) Sendo x = 0 o ponto de equilíbrio de (2.1),

D ⊂ ℜn a região contendo x = 0 e V : D 7→ ℜ uma função contínua e diferenciável tal que

V (0) = 0,

V (x) ≥ 0, para x 6= 0 e D − {0}

(2.4)

então a função V (x) é chamada de semi-definida positiva.

As definições 9 e 10 também são válidas para funções definidas e semi-definidas negativas,

substituindo V (x) > 0 e V (x) ≥ 0 por V (x) < 0 e V (x) ≤ 0 respectivamente.
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Com base nos conceitos definidos acima, apresenta-se o seguinte resultado que caracteriza a

estabilidade pelo método direto de Lyapunov [20].

Teorema 2 (Estabilidade por Lyapunov) Sendo V : D 7→ ℜ+ uma função positiva definida

no domínio D ⊂ ℜn contendo a origem e a derivada de V em torno das trajetórias de (2.1),

denotada por V̇ e dada por

V̇ (x) =
n∑

i=1

∂V

∂xi
ẋi =

n∑

i=1

∂V

∂xi
fi(x) (2.5)

=

[
∂V

∂x1

∂V

∂x2
. . .

∂V

∂xn

]













f1(x)

f2(x)

...

fn(x)













=
∂V

∂x
f(x) (2.6)

então, se V̇ (x) é semi-definida negativa (V̇ (x) ≤ 0), a trajetória x(t) é estável. Caso V̇ (x) seja

definida negativa (V̇ (x) < 0) o sistema é assintoticamente estável.

2.1.1 Estabilidade Quadrática

O método de Lyapunov consiste na busca de uma função de Lyapunov definida positiva,

cuja derivada seja definida negativa para todas as trajetórias do sistema.

Uma das funções candidatas a função de Lyapunov mais utilizadas é a função quadrática

definida da seguinte maneira:

V (x) = x′Px =
n∑

i=1

n∑

j=1

pijxixj , (2.7)

onde P ∈ ℜn×n é uma matriz simétrica, ou seja, P = P ′, cujos elementos são pij e xi, xj são os

elementos do vetor de estados x [20].

Para que V (x), dada por (2.7), seja definida positiva é necessário que a matriz P seja definida
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positiva (P > 0), isto é, todos os autovalores de P sejam reais e maiores que zero1. A estabilidade

de um sistema será caracterizada se a derivada de V (x) for (semi-)definida negativa.

Para ilustrar a aplicação do método de Lyapunov, considere o seguinte sistema linear:

ẋ(t) = Ax(t) , (2.8)

onde x ∈ ℜn é o vetor de estados do sistema e A é uma matriz de dimensão apropriada.

A derivada de V (x) em torno das trajetórias do sistema (2.8) é dada por:

V̇ (x) = x′Pẋ + ẋ′Px = 2x′Pẋ

= x′PAx + x′A′Px (2.9)

= x′(PA + A′P )x

Relembrando, pelo Teorema 2, se V (x) é definida positiva e V̇ (x) é definida negativa, conclui-

se que o sistema é assintoticamente estável, ou seja, todos os autovalores de A tem a parte real

menor que 0 [20]. Quando V (x) é uma função quadrática, a análise de estabilidade traduz-se

a: (i) se P é definida positiva, então V (x), é definida positiva, e (ii) se a matriz PA + A′P

for definida negativa, então, V̇ (x) é definida negativa. Em outras palavras, as condições do

Teorema 2 estão satisfeitas, logo, o sistema é estável e os estados convergem para a origem [28].

De forma resumida, para que o sistema seja estável, busca-se uma matriz P = P ′ definida

positiva tal que a matriz PA + A′P seja definida negativa. Este problema pode ser reescrito

dentro da formulação conhecida como Desigualdades Matriciais Lineares (ou LMIs, do termo

em inglês Linear Matrix Inequalities [2]). Utilizando pacotes computacionais como LMI Control

Toolbox [18] e SeDuMi [29], a formulação LMI permite determinar numericamente problemas na

1O mesmo vale no caso de V (x) ser semi-definida positiva, porém os autovalores de P são semi-definidos

positivos, logo (P ≥ 0).
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forma:

P = P ′ > 0 | A′P + PA < 0 , (2.10)

onde P é a variável de decisão.

Com a utilização do problema definido em (2.10), a verificação de estabilidade do sistema

(2.8) reduz-se a um teste de factibilidade LMI. Ressalta-se que para sistemas lineares invariantes

no tempo, o teste de estabilidade em (2.10) é uma condição necessária e suficiente. Mas, em

geral, para sistemas dinâmicos, as condições de estabilidade de Lyapunov são apenas suficientes.

2.1.2 Estabilidade de Sistemas Discretos

Conceitualmente, os resultados apresentados para sistemas contínuos são utilizados de forma

natural em sistemas discretos. Entretanto, devido à descontinuidade da trajetória dos estados as

condições de estabilidade por Lyapunov são caracterizadas pela busca de função V (x) definida

positiva tal que a sua variação

∆V (x) = V (x(k + 1)) − V (x(k))

seja definida negativa.

Especificamente para sistemas lineares, a representação discreta da equação (2.8) é definida

da seguinte maneira:

x(k + 1) = Ax(k), (2.11)

onde k ∈ ℵ.

Utilizando-se a forma quadrática definida em (2.7) como função de Lyapunov, a análise de

estabilidade por Lyapunov consiste na busca de uma matriz simétrica definida positiva P tal
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que

∆V (x(k)) = V (x(k + 1)) − V (x(k))

= x(k + 1)′Px(k + 1) − x(k)′Px(k)

= x(k)′A′PAx(k) − x(k)′Px(k)

= x(k)′(A′PA − P )x(k)

(2.12)

seja definida negativa.

Logo, para provar a estabilidade em sistemas discretos é suficiente que V (x(k)) > 0 e

∆V (x(k)) < 0, isto é, pela formulação LMI:

P = P ′ > 0 | A′PA − P < 0 . (2.13)

Para o caso particular acima, as condições de Lyapunov são necessárias e suficientes para a

estabilidade assintótica do sistema [25]. Observa-se, também, que os testes para verificação de

estabilidade são transformados em um problemas de factibilidade LMI de maneira similar ao

caso contínuo.

2.2 Sistemas com Atraso

Atrasos de transporte são freqüentemente encontrados em diversos sistemas na engenharia,

comunicação e biologia e a presença destes afeta significativamente as características dinâmicas

do sistema, prejudicando o desempenho [37] e sendo fontes de instabilidade e de oscilações

[24, 30, 40]. Entretanto o estudo de sistemas com atraso têm recebido muita atenção e vários

métodos de análise e síntese tem sido desenvolvidos com o passar dos anos [40, 37].

Além disso, quando o atraso não é perfeitamente conhecido ou quando a incerteza é variante

no tempo, existe uma dificuldade em representar um sistema equivalente sem o atraso [31].

No caso discreto, o problema de estabilidade em sistemas com atraso pode ser facilmente

contornado através da inserção de uma dinâmica adicional na (matriz) função de transferência
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do sistema [31], como abaixo

zX(z) − X0 = AX(z) + z−τAdX(z)

X0 = (zI − A − z−τAd)X(z)

X(z) = (zI − A − z−τAd)
−1X0.

(2.14)

Contudo, em muitas situações, esta solução não é adequada ou até mesmo não pode ser aplicada.

Por exemplo, em sistemas nos quais o atraso de transporte é várias vezes superior à taxa de

amostragem, a inserção da dinâmica adicional resulta em um sistema de elevada ordem, o que

dificulta a utilização de técnicas de otimização convexa na solução de problemas de controle.

Por outro lado, quando o atraso não é perfeitamente conhecido ou quando o atraso é variante no

tempo, existe a dificuldade de obter-se uma representação sem o atraso [31, 21]. Nestes casos, a

análise de estabilidade é realizada em termos de equações de diferenças funcionais levando aos

conceitos de estabilidade de Razumikhin e Lyapunov-Krasovskii [19, 37], sendo a descrição do

problema em termos de desigualdades lineares matriciais uma das formas mais utilizadas para

a determinação da estabilidade do sistema.

O desenvolvimento de métodos utilizando tais conceitos usualmente são descritos de duas

formas: dependente e independente do atraso [24, 37, 30] e geralmente o caso de estabilidade de-

pendente do atraso é considerado menos conservativo do que o caso de estabilidade independente

do atraso [21].

A classe de sistemas lineares discretos com atraso a ser considerada nesta dissertação é

descrita pela equação:
x(k + 1) = Ax(k) + Adx(k − τ)

x(k) = φk , ∀ k ∈ [−τ̄ , 0]

(2.15)

onde x(k), x(k−τ) ∈ ℜn são os vetores de estados sem e com atraso, respectivamente, A e Ad ∈

ℜn×n e τ ≤ ℜ é um número inteiro positivo representando o atraso de transporte com τ ∈ [0, τ̄ ],

onde τ̄ é o atraso máximo. O conceito de estado inicial x(0) é substituído pela seqüência de

valores iniciais φk entre −τ e 0.
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A Figura 2-2 ilustra um exemplo, proposto em [21], de um sistema linear discreto dado por

(2.15), sujeito a diferentes atrasos de transporte nos estados. Para este caso, as matrizes A e

Ad são dadas por

A =






0.8 0

0 0.91




 e Ad =






−0.1 0

−0.1 −0.1




 ,

onde os estados foram sujeitos aos atrasos τ = 0, τ = 30 e τ = 100 e a trajetória vista na

Figura 2-2 corresponde ao estado x2.

Figura 2-2: Sistema sujeito a diferentes atrasos τ

Nota-se que o sistema é estável sem atraso (τ = 0). Quando o atraso é inserido, a performance

do sistema é prejudicada (τ = 30) ou ainda pode tornar o sistema instável (τ = 100).

A seguir são apresentados conceitos de Lyapunov-Krasovskii e Razumikhin para a determi-

nação da estabilidade de sistemas com atraso.

2.2.1 Lyapunov-Krasovskii

Para sistemas sem a presença de atraso de transporte, um efetivo método para determinar

estabilidade de sistemas é o método de Lyapunov [19]. Como visto anteriormente, busca-se

uma função de Lyapunov V (x(k)), que quantifica o desvio entre os estados e a solução trivial 0.

Para sistemas com a presença de atrasos de transporte, a análise de estabilidade é determinada
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seguindo o mesmo princípio, porém o conceito de estado inicial é substituído por uma seqüencia

inicial x(θ) no intervalo θ ∈ [−τ, 0] representada por φk. Logo, para sistemas com atraso, busca-

se um funcional V (xk) dependente de φk, medindo assim o desvio entre a seqüencia xk e a

solução trivial 0. Este método é conhecido como Lyapunov-Krasovskii, e V (xk) é denominado de

funcional de Lyapunov-Krasovskii. O seguinte Teorema caracteriza a estabilidade por Lyapunov-

Krasovskii [19].

Teorema 3 (Lyapunov-Krasovskii [19]) Considere o sistema (2.15). Se existem um funcional

V (xk) contínuo e escalares positivos ǫ1, ǫ2 e ǫ3, tal que as condições em (2.16) são satisfeitas,

então o sistema é assintoticamente estável.

ǫ1‖φ(0)‖2 ≤ V (xk) ≤ ǫ2‖φk‖
2
τ ,

∆V (xk) ≤ −ǫ3‖φ(0)‖2 ,

(2.16)

onde

∆V (xk) := V (x(k + 1)) − V (x(k)).

2.2.2 Razumikhin

O método Lyapunov-Krasovskii necessita de variáveis de estado x(k) no intervalo [k, k − τ ]

e requer manipulação de funcionais, o que, conseqüentemente, faz sua aplicação ser de com-

plexa implementação, dependendo do processo envolvido. Tais dificuldades são muitas vezes

contornadas utilizando-se do teorema de Razumikhin, que envolve somente funções ao invés de

funcionais [19].

A idéia geral deste teorema consiste em utilizar uma função V (x(k)), que representa o

tamanho de x(k). No caso de sistemas com a presença do atraso de transporte é necessário

mensurar o tamanho xk, que é realizado da seguinte maneira:

V̄ (xk) = max
θ∈ [−τ,0]

V (x(k + θ)) (2.17)
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Se V (x(k)) < V̄ (xk), não é necessário que ∆V (x) < 0, pois ∆V (x) > 0 não faz ∆V̄ (xk)

divergir. Sendo assim, para V̄ (xk) não aumentar, somente é necessário que ∆V (x(k)) não seja

definida positiva sempre que V (x(k)) ≥ V̄ (xk).

Teorema 4 (Razumikhin [19]) Considere o sistema (2.8). Se existe uma função V (x(k)) con-

tínua e escalares positivos ǫ1, ǫ2, ǫ3 e ǫ4, tal que sejam satisfeitas as condições

ǫ1‖x‖
2 ≤ V (x(k)) ≤ ǫ2‖x‖

2
τ , (2.18)

∆V (x(k)) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2, se V (x(t + θ)) ≤ ǫ4(V (x(t))), (2.19)

então o sistema é assintoticamente estável para θ ∈ [−τ, 0].

2.2.3 Funcionais de Lyapunov-Krasovskii

O estudo de estabilidade de sistemas com atraso pode ser realizado de duas maneiras: in-

dependente ou dependente do atraso presente [24, 37, 30]. Utilizando-se de condições indepen-

dentes, o valor do atraso não aparece explicitamente nas condições de teste de estabilidade.

Sendo assim, presume-se que o atraso possa assumir qualquer valor dentro do intervalo [0,∞).

Pela abordagem dependente do atraso, preocupa-se em verificar intervalos de valores de atraso

onde o sistema seja estável. Neste caso os testes de estabilidade contém este atraso e busca-se

um intervalo θ ∈ [0, τ̄ ] onde τ̄ é o atraso máximo permitido.

Estabilidade Independente do Atraso

Provavelmente uma das formas mais simples para critério de estabilidade do sistema discreto

com atraso (2.15) pode ser obtida através de funcionais de Lyapunov-Krasovskii definidos da

seguinte forma:

V (xk) = V1(x) + V2(xk) , (2.20)
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onde

V1(x) = x(k)′Px(k) , (2.21)

V2(xk) =

k−1∑

r=k−τ

x(r)′Qx(r) , (2.22)

com P e Q sendo matrizes simétricas e definidas positivas a serem determinadas [19].

A variação de V (xk), denominada ∆V (xk), é determinada através da seguinte relação

∆V (xk) = ∆V1(x) + ∆V2(xk) , (2.23)

onde

∆V1(x(k)) = x(k + 1)′Px(k + 1) − x(k)′Px(k) , (2.24)

∆V2(xk) =
k∑

r=k−τ+1

x(r)′Qx(r) −
k−1∑

r=k−τ

x(r)′Qx(r) , (2.25)

e, portanto,

∆V (xk) = x(k + 1)′Px(k + 1) − x(k)′(P − Q)x(k) − x(k − τ)′Qx(k − τ) . (2.26)

Se V (xk) é positiva definida e ∆V (xk) é negativa definida, pode-se concluir que o sistema é

assintoticamente estável.

Estabilidade Dependente do Atraso

O funcional de Lyapunov-Krasovskii para obter-se condições de estabilidade dependentes de

atraso pode ser dado por

V (xk) = V1(x) + V2(xk) + V3(xk) , (2.27)
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onde V1 e V2 são como em (2.24) e (2.25), respectivamente, e

V3(xk) =
0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k−1+ρ

y(r)′ S y(r) , (2.28)

com S sendo uma matriz constante e simétrica a ser determinada e

y(r) = x(r + 1) − x(r) , ∀ r . (2.29)

De maneira similar aos funcionais independentes do atraso, a variação de V3(xk), i.e. ∆V3(xk),

é dada por:

∆V3(xk) =

0∑

ρ=−τ+1

k∑

r=k+ρ

y(r)′Sy(r) −

0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k+ρ−1

y(r)′Sy(r)

= τy(k)′Sy(k) −

k−1∑

r=k−τ

y(r)′Sy(r) (2.30)

Se V (xk) é positiva definida e ∆V (xk) é negativa definida, pode-se concluir que o sistema é

assintoticamente estável para todo τ ∈ [0, τ̄ ].

2.3 Sistemas Incertos

Recentemente problemas de estabilidade robusta e estabilização robusta para sistemas incer-

tos com atraso têm sido estudados. Similarmente ao caso de sistemas incertos que não possuam

atrasos, técnicas baseadas em conceitos de estabilidade quadrática e estabilização quadrática

têm se mostrado efetivas para se lidar com estes problemas [40].

Na prática, diversos sistemas possuem parâmetros incertos, que também devem ser modela-

dos para garantir a estabilidade do projeto de controle. Tais parâmetros pode ser inseridos para

simplificação do modelo ou representam incertezas reais nos parâmetros.

Existem diversas formas de representar as incertezas do sistema, sendo possível citar repre-
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sentações lineares fracionais [38, 11], representações não-lineares fracionais [34], representação

através de equações de diferenças algébricas [6, 5], bem como, a representação por incertezas

politópicas [19, 26, 22, 1].

A seguir são apresentados conceitos de incertezas de forma politópica e a representação de

diferenças algébricas (ou DAR) que serão utilizadas nos resultados apresentados neste trabalho.

2.3.1 Incertezas Politópicas

Um politopo pode ser definido como um conjunto de elementos que pode ser descritos como

a soma convexa de um número finito de pontos, chamados de vértices deste politopo [19].

Considere um politopo Λ, que representa o conjunto admissível de um vetor de parâmetros

incertos λ ∈ ℜm pode ser definido da seguinte maneira:

Λ =

{

λ ∈ ℜm, vi ∈ ℜm, αi ∈ ℜ | λ =
N∑

i=1

αivi ,

N∑

i=1

αi = 1 , αi ≥ 0 , i = 1, . . . , N

}

, (2.31)

onde os vetores vi , i = 1, . . . , N , representam os N vértices de Λ e V(Λ) representa o conjunto

de todos os vértices de Λ.

A Figura 2-3 apresenta uma interpretação gráfica para a representação do politopo, com

N = 5.

Figura 2-3: Conjunto politópico com vértices vi, para i=1,...,5

Supondo que o sistema (2.11) está sujeito a incertezas no modelo, representadas pelo vetor
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de incertezas λ, obtém-se a seguinte representação:

x(k + 1) = A(λ)x, para λ ∈ Λ (2.32)

onde x ∈ ℜn é o vetor de estados, λ ∈ ℜnλ é o vetor de parâmetros incertos, Λ é o politopo

conhecido representando os valores admissíveis de λ, sendo que a variação δλ desses parâmetros

pode ser limitada ou não (dependendo do contexto), e A(λ) ∈ ℜn×n é uma função matricial em

λ. Nesta dissertação, assume-se que A(λ) possa ser uma função matricial racional em λ, sendo

as funções matriciais polinomiais e afins em λ casos particulares.

Por simplicidade, suponha que A(λ) é uma função afim em λ, isto é:

A(λ) = A0 +
m∑

i=1

λiAi . (2.33)

Para verificar-se a estabilidade do sistema incerto (2.32) com (2.33) e supondo uma função

de Lyapunov quadrática, pode ser utilizado o resultado apresentado em (2.13) levando-se a

seguinte condição na forma de desigualdades matricias:

P = P ′ > 0 | A(λ)′PA(λ) − P < 0 , ∀λ ∈ Λ. (2.34)

As condições apresentadas acima não podem ser numericamente tratadas, pois teríamos que

resolver um numero infinito de LMIs (isto é, a condição (2.34) para cada λ pertencente a Λ).

No entanto, sabendo que PP−1 = I, as condições podem ser reescritas por

P = P ′ > 0 | A(λ)′PP−1PA(λ) − P < 0 , ∀λ ∈ Λ. (2.35)

Desta forma é possível utilizar o resultado conhecido como Complemento de Schur (a ser

apresentado na próxima seção), na qual a desigualdade apresentada acima pode ser reescrita na
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seguinte forma:

P = P ′ > 0 | F (P, λ) =






−P A(λ)′P

PA(λ) −P




 < 0 . (2.36)

Como F (P, λ) é afim em λ, não é necessário resolver (2.36) para todo o λ em Λ, mas apenas

para os valores dos vértices do politopo Λ. Desta forma, pode-se determinar a estabilidade

robusta do sistema incerto (2.32) com (2.33) através de um conjunto finito de LMIs [2, 10].

De maneira similar, pode-se utilizar o procedimento acima para analisar a estabilidade ro-

busta de sistemas com atraso no estado. Para ilustrar este procedimento, suponha que o sistema

(2.32) está sujeito a um atraso de transporte τ , isto é:

x(k + 1) = A(λ)x(k) + Ad(λ)x(k − τ) , λ ∈ Λ , (2.37)

onde Ad(λ) e A(λ) são funções matriciais afins no vetor de parâmetros incertos λ.

Como veremos no próximo capítulo, pode-se obter condições LMIs para determinar a esta-

bilidade assintótica do sistema (2.37) utilizando um conjunto de ferramentas algébricas comuns

a formulação LMI. Desta forma, é possível considerar que A(λ) e Ad(λ) são matrizes constantes

em cada vértice de Λ e testar N condições (2.34), uma para cada vértice.

Funções de Lyapunov Dependentes de Parâmetros

Para se investigar a estabilidade, o uso das funções de Lyapunov tem sido largamente aplica-

dos na análise de robustez, no projeto de controladores e filtros para sistemas lineares incertos.

Entretanto, em alguns casos a estabilidade quadrática pode levar a resultados bastante con-

servadores [27]. Uma das formas utilizadas na literatura para reduzir o conservadorismo das

condições baseadas em funções quadráticas é a utilização de funções de Lyapunov dependentes

de parâmetros.

Para ilustrar o procedimento da aplicação de funções de Lyapunov dependentes dos parâme-
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tros, considere o sistema apresentado em (2.32) com (2.33). Suponha que o vetor de parâmetros

incertos e sua variação dada por

δλ(k) = λ(k+1) − λ(k) , (2.38)

são limitados a uma região politópica Λ com vértices conhecidos, isto é, (λ(k), δλ(k)) ∈ Λ, onde

a notação λ(k) ∈ Λ significa que (λ(k), 0) ∈ Λ.

Para reduzir o conservadorismo de testes de verificação de estabilidade para o sistema (2.32)-

(2.33), utiliza-se uma classe de funções de Lyapunov incluindo a dependência de parâmetros na

matriz P [17, 33, 12]. A forma mais comum empregada na literatura é uma função matricial

P (λ) afim em λ, isto é:

P (λ) = P0 + λ1P1 + λ2P2 + · · · + λnλ
Pnλ

, (2.39)

onde P0, P1, P2, . . . , Pnλ
são matrizes simétricas a serem determinadas.

Aplicando diretamente a função acima em (2.36), obtém-se as seguintes desigualdades ma-

triciais

P (λ) = P (λ)′ > 0 | F̃ (P0, . . . , Pnλ
, λ) =






−P (λ) A(λ)′P (δλ + λ)

P (δλ + λ)A(λ) −P (δλ + λ)




 < 0 . (2.40)

Note que a condição (2.40) não é mais afim no parâmetro λ, devido ao produto P (δλ +

λ)A(λ) que aparece em F̃ (P0, . . . , Pnλ
, λ). Nos últimos anos, várias formulações convexas para

o problema acima forma propostas na literatura como o conceito de multi-convexidade [12],

estabilidade bi-quadrática [33], estabilidade estendida [8], entre outras.
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2.3.2 Representação por Diferenças Algébricas

Em diversas situações, o vetor de incertezas λ não aparece de forma afim nas matrizes do sis-

tema. Isto ocorre principalmente em modelos discretos provenientes da discretização de sistemas

contínuos quando utilizam-se transformações bi-lineares ou do tipo backward [13], resultando em

matrizes do sistema com dependência racional no vetor de parâmetros λ.

Uma possível formulação do problema para sistemas com dependência racional na incerteza

é a utilização da representação por diferenças algébricas (denominada de representação DAR).

Esta representação pode modelar toda a classe de funções vetoriais racionais na incerteza, sendo

equivalente à representação NFT (nonlinear fractional transformation) proposta em [34], con-

trastando com a representação politópica com dependência linear nos parâmetros normalmente

utilizada para descrever sistemas incertos [26, 22].

Para introduzir esta representação, considere no sistema apresentado em (2.37) que A(λ)

e Ad(λ) são funções matriciais racionais em λ. A representação DAR deste sistema é descrita

pelas seguintes equações por diferenças algébricas [6]:

x(k + 1) = A1(λ)x(k)+A2(λ)x(k − τ)+A3(λ)π(k)

0 = Ω1(λ)x(k)+Ω2(λ)x(k − τ)+Ω3(λ)π(k)

(2.41)

onde π ∈ ℜm é um vetor auxiliar; e A1 ∈ ℜn×n, A2 ∈ ℜn×n, A3 ∈ ℜn×m, Ω1 ∈ ℜq×n, Ω2 ∈ ℜq×n

e Ω3 ∈ ℜq×m são matrizes afins em λ(k).

Para que a representação acima seja bem definida, a variável π pode ser eliminada da ex-

pressão (2.41) retornando ao sistema original através da seguinte relação:

π(k) = −(Ω3(λ)′Ω3(λ))−1Ω3(λ)′ (Ω1(λ)x(k) + Ω2(λ)x(k − τ)) .

Portanto, a matriz Ω3(λ)′Ω3(λ) deve ser inversível para todo λ ∈ Λ. Desta forma, assume-se

em relação à representação (2.41) que:
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A1 A matriz Ω3(λ) tem posto completo por colunas para todo λ ∈ Λ.

Claramente, a representação politópica é um caso particular de (2.41) com π = 0. Analoga-

mente, a representação DAR torna-se equivalente às representações LFT (linear fractional trans-

formation [39]) e representações diferenciais algébricas em [5] quando as matrizes A1, A2 e A3

são constantes e π é unicamente função da incerteza.

Com o objetivo de ilustrar a utilização da representação DAR, é apresentado o seguinte

exemplo.

Exemplo 1 Considere o seguinte sistema escalar:

x(k + 1) =
0.5 + λ2

1 + λ3
x(k) +

0.1

1 + λ2
x(k − τ) (2.42)

Definindo o vetor auxiliar π(k) como

π(k)=

[

x(k)
1+λ3

λx(k)
1+λ3

λ2x(k)
1+λ3

x(k−τ)
1+λ2

λx(k−τ)
1+λ2

]
′

,

obtém-se a representação em (2.41) com

A1 = 0 , A2 = 0 , A3 =

[

0.5 0 1 0.1 0

]

,

Ω1 =

















1

0

0

0

0

















, Ω2 =

















0

0

0

1

0

















e Ω3(λ)=

















−1 0 −λ 0 0

λ −1 0 0 0

0 λ −1 0 0

0 0 0 −1 −λ

0 0 0 λ −1

















.

Note que a representação acima é bem definida pois rank(Ω3(λ)) 6= 0 para qualquer λ ∈ ℜp.
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2.3.3 Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Pode-se considerar que o estudo de LMIs (Linear Matrix Inequalities) para sistemas dinâmi-

cos iniciou-se em 1890 com teoria de Lyapunov [2] e desde então, são utilizadas em vários pro-

blemas práticos específicos em engenharia de controle, bem como, em problemas de filtragem e

observação de estados. Com o passar dos anos, novas técnicas e teoremas foram desenvolvidos

a fim de facilitar sua resolução e aplicação, e atualmente existem diversos softwares capazes de

solucionar LMIs de forma satisfatória.

Uma LMI é genericamente descrita na forma

F (ξ) = F0 +

η
∑

i=1

ξiFi > 0 , (2.43)

onde Fi = F ′

i ∈ ℜσ×σ são matrizes constantes e o vetor ξ ∈ ℜη representa as variáveis a serem

determinadas para a resolução da desigualdade. Quando existe solução para F (ξ) > 0, diz-se

que a LMI é factível [19]. Entretanto, a grande maioria dos problemas na teoria de controle são

formulados através de desigualdades na forma matricial como apresentada em (2.13) e (2.36),

onde as variáveis de decisão são matrizes e não vetores. Mas, existem softwares específicos

(Parsers) como o Yalmip [23] que traduzem o problema LMI para a formulação genérica (2.43)

para então utilizar-se programas de resolução LMI (chamados de Solvers), como o LMI Control

Toolbox [18] e SeDuMi [29]

No cenário atual, vários esforços têm sido realizados para o desenvolvimento de teorias

de controle através da abordagem LMI, tendo como principal vantagem a solução de forma

convexa, porém, como uma LMI pode ser representada de diversas formas, dificilmente ela está

representada em sua forma afim. Tais representações são contornadas através de manipulações

algébricas com o intuito de convertê-las em LMIs sendo que o complemento de Schur é largamente

aplicado neste sentido. Outra ferramenta útil para se trabalhar com LMIs é o Lema de Finsler

que permite obter formulações equivalentes para testes de LMIs.
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2.3.4 Complemento de Schur

Algumas desigualdades matriciais não-lineares convexas podem ser convertidas para a formu-

lação LMI usando o complemento de Schur, sendo esta, uma ferramenta básica na manipulação

de desigualdades matriciais [2].

Lema 1 (Complemento de Schur [10]) Supondo que Q = Q′, M = M ′ e R são matrizes reais

de dimensões apropriadas. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

i)Q > 0 e M − RQ−1R′ > 0

ii)






M R

R′ Q




 > 0

(2.44)

Note que o Complemento de Schur foi aplicado na expressão (2.35) para chegar à represen-

tação em (2.36) tornando a desigualdade matricial afim no parâmetro λ. A seguir, apresenta-se

outro exemplo de aplicação do Lema 1 extraído da referência [4].

Exemplo 2 Considere o sistema

ẋ = A(λ)x, z = C(λ)x ,

onde x ∈ ℜn é o vetor de estados, λ ∈ Λ ⊂ ℜm o vetor de parâmetros incertos, z ∈ ℜnz

representa o sinal de saída do sistema e A(λ), C(λ) são matrizes afins em λ com dimensões

apropriadas.

Considerando conceitos de energia do sinal de saída, sendo α o seu limitante superior, a

condição de Lyapunov modificada é dada por

A(λ)′P + PA(λ) + α−1C(λ)′C(λ) < 0,
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Aplicando o complemento de Schur em:

−(A(λ)′P + PA(λ)
︸ ︷︷ ︸

M

) − C(λ)′α−1C(λ)
︸ ︷︷ ︸

RQ−1R′

> 0 ,

obtém-se a seguinte desigualdade matricial afim em α e λ:






A(λ)′P + PA(λ) C(λ)′

C(λ) −αInz




 < 0

2.3.5 Lema de Finsler

Através da utilização do Lema de Finsler é possível obter formulações equivalentes para testes

de LMIs sujeitas a restrições de igualdade. Portanto, este lema é bastante útil para inserir as

restrições de igualdade presentes na representação DAR levando a desigualdades matriciais sem

restrições de igualdade.

Lema 2 (Lema de Finsler [8]) Sendo x ∈ ℜn, Q ∈ ℜm×m é uma função simétrica, B ∈ ℜmxn

é uma matriz tal que o posto de B < n e B0 é uma base para o espaço nulo de B (BB0 = 0), as

seguintes condições são equivalentes:

i) x′Qx < 0, ∀x ∈ ℜn : Bx = 0, x 6= 0;

ii) Q + LB + B′L′ < 0, L ∈ ℜm+n;

iii) B′

0QB0 < 0,;

iv) Q− αB′B < 0, α ∈ ℜ.

A seguir, apresenta-se um exemplo da aplicação do Lema de Finsler.

Exemplo 3 Considere o sistema (2.32) sendo que a representação DAR apresentada em (2.41)
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sem o atraso é definida por

x(k + 1) = A1(λ)x(k)+A2(λ)π(k) ,

0 = Ω1(λ)x(k)+Ω2(λ)π(k).

Considerando que o sistema está sujeito à seguinte desigualdade

x′Qx < 0 , ∀x |

[

Ω1(λ) Ω2(λ)

]






x

π




 = 0 . (2.45)

Visando obter uma formulação LMI para o problema acima, aplica-se o Lema 2 levando à

seguinte condição:






x

π






′ 









Q 0

0 0




 + L

[

Ω1(λ) Ω2(λ)

]

+






Ω1(λ)′

Ω2(λ)′




L′











x

π




 < 0 ,

a qual pode ser solucionada através da seguinte LMI (construída nos vértices do politopo Λ):






Q 0

0 0




 + L

[

Ω1(λ) Ω2(λ)

]

+






Ω1(λ)′

Ω2(λ)′




L′ < 0 ,

onde L é uma nova variável de decisão introduzida pela aplicação do Lema de Finsler.



Capítulo 3

Estabilidade Independente de

Parâmetros

O problema a ser abordado neste capítulo é o de determinar condições que assegurem a

estabilidade robusta de sistemas lineares sujeitos a atrasos de transporte para todo λ(k) ∈

Λ. Primeiramente é apresentado o desenvolvimento do teorema para verificar a estabilidade

independente do atraso τ e em seguida dependente do atraso.

A utilização dos métodos propostos neste capítulo são referentes à seguinte classe de sistemas:

x(k + 1) = A(λ(k))x(k) + Ad(λ(k))x(k − τ),

x(k) = φk , λ(k) = φ̃k , ∀ k ∈ [ − τ̄ , 0 ],

(3.1)

onde x(k) ∈ ℜn é o vetor de estados, x(k − τ) ∈ ℜn é o vetor de estados com atraso, λ(k) ∈ ℜnλ

é o vetor de parâmetros incertos, τ é um número inteiro positivo representando o atraso de

transporte com τ ∈ [0, τ̄ ] e τ̄ representando o atraso máximo, φk e φ̃k são as seqüencias de

valores iniciais de x(k) e λ(k), respectivamente, entre −τ e 0. As matrizes A(·) e Ad(·) são

funções racionais em λ(k) com dimensões apropriadas e bem definidas para todo λ(k) ∈ Λ.

Com o objetivo de verificar a estabilidade, a classe de sistemas definida em (3.1) será repre-

30
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sentada pelas equações de diferenças e algébricas (representação DAR) como definida em (2.41)

[6].

3.1 Estabilidade Independente do Atraso

Conforme apresentado no capítulo anterior, uma das formas utilizadas para análise de esta-

bilidade independente do atraso para o sistema (3.1) é obtida através de funcionais de Lyapunov-

Krasovskii definidos da seguinte forma:

V (xk) = V1(x) + V2(xk) , (3.2)

sendo que

V1(x) = x(k)′Px(k) , (3.3)

V2(xk) =
k−1∑

r=k−τ

x(r)′Qx(r) , (3.4)

com P e Q sendo matrizes simétricas e definidas positivas a serem determinadas [19].

Para verificar a estabilidade, se V (xk) é positiva definida e ∆V (xk) é negativa definida,

pode-se concluir que o sistema é assintoticamente estável. Então, para aplicar os teoremas de

Lyapunov (teorema 2) e Lyapunov-Krasovskii (teorema 3), obtém-se a seguinte expressão para

a variação dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii:

∆V (k) = ∆V1(k) + ∆V2(k) (3.5)
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onde

∆V1(k) = x(k + 1)′Px(k + 1) − x(k)′Px(k), e (3.6)

∆V2(k) =
k∑

r=k−τ+1

x(r)′Qx(r) −
k−1∑

r=k−τ

x(r)′Qx(r) . (3.7)

A partir da equação (3.7), é possível desenvolver o somatório presente em ∆V2(k) a fim de

eliminá-lo da equação. Isto pode ser feito da seguinte forma

∆V2(k) =

[(

x(k − τ + 1)′Qx(k − τ + 1) + x(k − τ + 2)′Qx(k − τ + 2) +

+ x(k − τ + 3)′Qx(k − τ + 3) + · · · + x(k − 1)′Qx(k − 1) +

+ x(k)′Qx(k)

)

−

(

x(k − τ)′Qx(k − τ) + x(k − τ + 1)′Qx(k − τ + 1) +

+ x(k − τ + 2)′Qx(k − τ + 2) + x(k − τ + 3)′Qx(k − τ + 3) + · · · +

+ x(k − 1)′Qx(k − 1)

)]

.

Por simplificação obtém-se:

∆V2(k) = x(k)′Qx(k) − x(k − τ)′Qx(k − τ) . (3.8)

Então substituindo (3.6) e (3.8) em (3.5), a variação do funcional de Lyapunov-Krasovskii

definido em (3.2) fica na forma:

∆V (k) =

[

x(k + 1)′Px(k + 1) − x(k)′Px(k) + x(k)′Qx(k) − x(k − τ)′Qx(k − τ)

]

, (3.9)
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a qual pode ser reescrita da seguinte maneira

∆V (k) =










x(k + 1)

x(k)

x(k − τ)










′

︸ ︷︷ ︸

η1(k)′










P 0 0

0 −P + Q 0

0 0 −Q










︸ ︷︷ ︸

Π1(P,Q)










x(k + 1)

x(k)

x(k − τ)










.

︸ ︷︷ ︸

η1(k)

(3.10)

Em (3.10) são definidas as matrizes η1(k) e Π1(P, Q), desta forma, a variação do funcional

de Lyapunov-Krasovskii pode ser reescrita na seguinte forma compacta

∆V (k) = η1(k)′ Π1(P, Q) η1(k) . (3.11)

Por outro lado, os elementos x(k + 1), x(k) e x(k − τ) do vetor auxiliar η1(k) são dependentes

entre si e estão relacionados pela dinâmica do sistema (3.1). Esta relação pode ser vista como

uma restrição referente a η1(k) na forma

0 =

[

In −A(λ) −Ad(λ)

]

η1(k) . (3.12)

Como as matrizes A(·) e Ad(·) podem ser funções racionais em λ(k), utiliza-se a representação

DAR do sistema. Portanto, a restrição acima é reescrita na seguinte forma:

0 =






In −A1(λ) −A2(λ) −A3(λ)

0 Ω1(λ) Ω2(λ) Ω3(λ)






︸ ︷︷ ︸

Ψ1(λ)













x(k + 1)

x(k)

x(k − τ)

π(k)













︸ ︷︷ ︸

η1a (k)

(3.13)

onde π ∈ ℜm é um vetor auxiliar contendo os termos não lineares em λ(k) , η1a(k) representa

η1(k) de forma aumentada, ou seja, η1a(k) = [ η1(k)′ π(k)′ ]′ e a matriz Ω3(λ) tem posto



CAPÍTULO 3. ESTABILIDADE INDEPENDENTE DE PARÂMETROS 34

completo por colunas para todo λ ∈ Λ.

Relembrando que para assegurar a estabilidade do sistema (3.1), a variação ∆V (xk), dada

por (3.11), deve ser negativa definida. Para obter uma condição que possa ser numericamente

testada, utiliza-se o Lema de Finsler (Lema 2) para que a restrição (3.13) possa ser inserida em

∆V (k). Desta forma, a condição

η1a(k)′






Π1(P,Q) 0

0 0p




 η1a(k) < 0 , ∀ η1a(k) | Ψ1(λ)η1a(k) = 0 , η1a(k) 6= 0 ,

é satisfeita para todo λ(k) ∈ Λ se






Π1(P, Q) 0

0 0p




 + LΨ1(λ) + Ψ1(λ)′L′ < 0 , L ∈ ℜ(3n+m)×(n+q) , ∀λ(k) ∈ V(Λ) . (3.14)

A partir desta formulação, é proposto o seguinte resultado para a análise de estabilidade

robusta de sistemas lineares independentes do atraso de transporte, utilizando o funcional de

Lyapunov-Krasovskii na forma quadrática em x e xk.

Teorema 5 Considere o sistema (3.1), com a sua representação DAR em (2.41) satisfazendo

A1. Seja Λ um politopo com vértices conhecidos, que define os valores admissíveis da incerteza

λ(k). Suponha que existam matrizes P > 0, Q > 0 e L satisfazendo a LMI (3.14) para todo

λ ∈ V(Λ). Então, o sistema (3.1) é assintoticamente estável para qualquer τ ∈ ℵ e λ ∈ Λ.

Prova. Suponha que a LMI (3.14) é satisfeita para todo λ ∈ V(Λ), então por convexidade ela

também é satisfeita para todo λ ∈ Λ.

Como P e Q são definidas positivas, então o funcional definido em (3.2) satisfaz

V (x, xk) > 0 . (3.15)
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Além disso, note que V1 e V2 são formas quadráticas em x e xk, respectivamente. Portanto,

existem escalares positivos ǫ1, ǫ2 tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (x, xk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (3.16)

Agora, considere a LMI em (3.14) e a represente de forma compacta por Ξ < 0. Como ela é

estrita, existe um escalar ǫ3 tal que Ξ + ǫ3N
′

1N1 ≤ 0, onde N1 é uma matriz constante tal que

N1 η1a(k) = x(k), e.g.

N1 =

[

0n In 0n 0n×p

]

.

Pré e pós-multiplicando Ξ + ǫ3N
′

1N1 ≤ 0 por η1a(k)′ e η1a(k), respectivamente, obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀λ ∈ Λ , (3.17)

visto que Ψ1(λ) η1a(k) = 0, e o resto da prova segue a partir do Teorema de Lyapunov-Krasovskii

(Teorema 3).

3.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Conforme apresentado no capítulo anterior, o funcional de Lyapunov-Krasovskii para obter-

se condições de estabilidade dependentes de atraso pode ser dado por

V (xk) = V1(x) + V2(xk) + V3(xk) , (3.18)

onde V1 é dada por (3.3), V2 por (3.4), e

V3(xk) =
0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k−1+ρ

y(r)′ S y(r) , (3.19)
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com S sendo uma matriz constante e simétrica a ser determinada e

y(r) = x(r + 1) − x(r) , ∀ r . (3.20)

A seguir é realizado o desenvolvimento das variações dos funcionais de Lyapunov dependentes

do atraso com

∆V (x, xk) = ∆V1(k) + ∆V2(k) + ∆V3(k) , (3.21)

onde ∆V1(k) e ∆V2(k) são representadas por (3.6) e (3.8) respectivamente e

∆V3(xk) =
0∑

ρ=−τ+1

k∑

r=k+ρ

y(r)′Sy(r) −
0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k+ρ−1

y(r)′Sy(r) . (3.22)

De forma similar ao desenvolvimento realizado para ∆V2(k), é necessário desenvolver ∆V3(k),

ou seja,

∆V3(xk) =
0∑

ρ=−τ+1

[(

y(k + ρ)′Sy(k + ρ) + y(k + ρ + 1)′Sy(k + ρ + 1) +

+ y(k + ρ + 2)′Sy(k + ρ + 2) + · · · + y(k − 2)′Sy(k − 2) +

+ y(k − 1)′Sy(k − 1) + y(k)′Sy(k)

)

+

−

(

y(k + ρ − 1)′Sy(k + ρ − 1) + y(k + ρ)′Sy(k + ρ) +

+ y(k + ρ + 1)′Sy(k + ρ + 1) + y(k + ρ + 2)′Sy(k + ρ + 2) +

+ · · · + y(k − 2)′Sy(k − 2) + y(k − 1)′Sy(k − 1)

)]

. (3.23)

Por simplificação, tem-se:

∆V3(xk) =

0∑

ρ=−τ+1

[

y(k)′Sy(k) − y(k + ρ − 1)′Sy(k + ρ − 1)

]

.

Sem perda de generalidade, pode-se redefinir os limites do somatório em ρ ∈ [−τ +1, 0] para
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r ∈ [k − τ, k − 1]. Logo, a expressão acima pode ser escrita na seguinte forma:

∆V3(xk) =
k−1∑

r=k−τ

y(k)′Sy(k) − y(r)′Sy(r) . (3.24)

Então, substituindo (3.6), (3.8) e (3.24) em (3.21) obtém-se

∆V (k) =

[

x(k + 1)′Px(k + 1) − x(k)′Px(k) + x(k)′Qx(k)

− x(k − τ)′Qx(k − τ) +
k−1∑

r=k−τ

y(k)′τSy(k) − y(r)′Sy(r)

]

. (3.25)

Como uma forma quadrática Y (ξ) = ξ(k)′Uξ(k) pode ser escrita na forma

Y (ξ) =
k−1∑

r=k−τ

ξ(k)′
U

τ
ξ(k) ,

por conveniência, todos os termos na expressão (3.25) são colocados dentro do somatório em r,

ou seja,

∆V (x, xk) =
k−1∑

r=k−τ

[

x(k + 1)′
P

τ
x(k + 1) − x(k)′

P

τ
x(k) + x(k)′

Q

τ
x(k)

− x(k − τ)′
Q

τ
x(k − τ) + y(k)′Sy(k) − y(r)′Sy(r)

]

. (3.26)

É possível retirar o termo 1
τ

do somatório, fazendo com que (3.26) seja dada por:

∆V (x, xk) =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

[

x(k + 1)′Px(k + 1) − x(k)′Px(k) + x(k)′Qx(k)

− x(k − τ)′Qx(k − τ) + y(k)′τSy(k) − y(r)′τSy(r)

]

. (3.27)
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De maneira similar ao caso independente do atraso, pode-se obter uma forma quadrática da

expressão acima através das seguintes variáveis auxiliares:

∆V (x, xk) =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

















x(k + 1)

x(k)

x(k − τ)

y(k)

y(r)

















′

︸ ︷︷ ︸

η2(k,r)′

















P 0 0 0 0

0 Q − P 0 0 0

0 0 −Q 0 0

0 0 0 τS 0

0 0 0 0 −τS

















︸ ︷︷ ︸

Π2(P,Q,S,τ)

















x(k + 1)

x(k)

x(k − τ)

y(k)

y(r)

















︸ ︷︷ ︸

η2(k,r)

. (3.28)

A equação acima pode ser representada de forma compacta da seguinte maneira:

∆V (x, xk)=
1

τ

k−1∑

r=k−τ

η2(k, r)′ Π2(P,Q, S, τ) η2(k, r) , (3.29)

onde o vetor η2(k, r) e a matriz Π2(P, Q, S, τ) são as mesmas variáveis definidas em (3.28).

Nota-se que, de maneira similar ao visto para o caso de sistemas independentes do atraso,

os elementos de η2(k, r) são dependentes entre si e satisfazem à seguinte restrição referente à

dinâmica do sistema (3.1):

0 =

[

In −A(λ) −Ad(λ) 0 0

]

η2(k) . (3.30)

Por outro lado, a partir da definição de y(·), vista em (3.20), obtém-se as relações

y(k) = x(k + 1) − x(k) e
k−1∑

r=k−τ

y(r)=
k−1∑

r=k−τ

(x(r+1) − x(r))=x(k) − x(k − τ) . (3.31)
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sendo que tais igualdades podem ser adicionadas à restrição (3.30), ou seja,

0=
1

τ

k−1∑

r=k−τ










In −A −Ad 0 0

In −In 0 −In 0

0 In −In 0 −τIn










η2(k, r) . (3.32)

Visto que as matrizes A(·) e Ad(·) podem ser funções racionais em λ(k), então a restrição

acima em termos da representação DAR pode ser reescrita na seguinte forma

0 =
1

τ

k−1∑

r=k−τ













In −A1 −A2 0 0 −A3

0 Ω1 Ω2 0 0 Ω3

In −In 0 −In 0 0

0 In −In 0 −τIn 0













︸ ︷︷ ︸

Ψ2(λ,τ)




















x(k + 1)

x(k)

x(k − τ)

y(k)

y(r)

π(k)




















︸ ︷︷ ︸

η2a (k,r)

(3.33)

onde η2a(k, r) é dado por η2(k, r) de forma aumentada (η2a(k, r) = [ η2(k, r)′ π(k)′ ]′). Tais

restrições também podem ser representadas de forma compacta por

0 =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

Ψ2(λ, τ) η2a(k, r) , (3.34)

sendo que Ψ2(λ, τ) é dado por (3.33).

Utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a restrição acima pode ser inserida em ∆V (k) < 0,

onde ∆V (k) é dada por (3.29).



CAPÍTULO 3. ESTABILIDADE INDEPENDENTE DE PARÂMETROS 40

Portanto, a condição

η2a(k, r)′






Π2(P, Q, S, τ) 0

0 0p




 η2a(k, r) < 0, ∀η2a(k, r) | Π2(P, Q, S, τ)η2a(k, r) = 0, η2a(k, r) 6= 0 ,

é satisfeita para todo λ ∈ Λ se






Π2(P,Q, S, τ) 0

0 0p




 + He{LΨ2(λ, τ)} < 0, L ∈ ℜ(5n+m)×(3n+q) , ∀λ ∈ V(Λ) . (3.35)

Com base nos resultados e considerações apresentadas, o seguinte resultado para a análise

de estabilidade robusta dependente do atraso é proposto.

Teorema 6 Considere o sistema (3.1), com a sua representação DAR em (2.41) satisfazendo

A1. Seja Λ um politopo com vértices conhecidos, que define os valores admissíveis da incerteza

λ(k). Seja τ̄ o atraso de transporte máximo. Suponha que existam matrizes P > 0, Q > 0, S >

0, e L satisfazendo a LMI (3.35) para todo λ ∈ V(Λ). Então, o sistema (3.1) é assintoticamente

estável para todo τ ∈ [0, τ̄ ] e todo λ ∈ Λ.

Prova. Suponha que a LMI (3.35) é satisfeita para todo λ ∈ V(Λ), então por convexidade ela

também é satisfeita para todo λ ∈ Λ.

Como P, Q e S são definidas positivas, então o funcional definido em (3.18) satisfaz

V (x, xk) > 0 . (3.36)

Como V1 e V2, V3 são formas quadráticas em x e xk, respectivamente, existem escalares positivos

ǫ1, ǫ2 tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (x, xk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (3.37)

Agora, considere a LMI em (3.35) e a represente de forma compacta por Ξ < 0. Como ela é
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estrita, existe um escalar ǫ3 tal que Ξ + ǫ3N
′

2N2 ≤ 0, onde N2 é uma matriz constante tal que

N2 η2a(k) = x(k), e.g.

N2 =

[

0n In 0n 0n 0n 0n×p

]

.

Pré e pós-multiplicando Ξ + ǫ3N
′

2N2 ≤ 0 por η2a(k)′ e η2a(k), respectivamente, obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀λ ∈ Λ , (3.38)

visto que Ψ2(λ, τ) η2a(k) = 0, e o resto da prova segue a partir do Teorema de Lyapunov-

Krasovskii (Teorema 3).

3.3 Exemplos Numéricos

Com o objetivo de ilustrar os teoremas 5 e 6, são apresentados alguns exemplos numéri-

cos. Para solução destes exemplos é utilizado MatLab em conjunto com Yalmip (Parser) [23] e

SeDuMi (Solver) [29], permitindo a resolução das LMIs a partir de uma formulação genérica.

Exemplo 4 Considere o Exemplo 1 proposto em [36], onde conclui-se que o sistema incerto é

quadraticamente estável para τ = 2. Uma representação politópica para este sistema, de acordo

com a representação apresentada em (3.1), pode ser dada na seguinte forma:

A(λ(k)) = A0 + λA1 e

(3.39)

Ad(λ(k)) = Ad0
+ λAd1

, λ ∈ [−α, α] ,

onde

A0 =






−0.5 −0.4

0.2 −0.6




 , Ad0

=






0.3 0.1

−0.1 0.1




 ,
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A1 =






0.045 0.03

0.015 0.01




 , Ad1

=






0.06 0.03

0.02 0.01




 ,

e α é um escalar dado tal que o sistema é quadraticamente estável.

Para o sistema acima, aplica-se o resultado proposto no Teorema 5 e verifica-se que o sistema

é assintoticamente estável independente do atraso τ para todo α ∈ [0, 5.1). Em contrapartida,

o resultado apresentado em [36] prova que o sistema é assintoticamente estável para τ = 2 e

α = 1.

Agora, supondo que o sistema seja invariante no tempo e levando em consideração que as

matrizes P e Q no Teorema 5 aparecem de forma isolada, pode-se fazer as matrizes P e Q

dependentes dos vértices do politopo sem perda de convexidade. Neste caso, verifica-se que o

sistema é assintoticamente estável independentemente do atraso para todo α ∈ [0, 5.8).

As programações utilizadas para se obter tais resultados são apresentadas em A.1.1 e A.1.2.

Exemplo 5 Considere o exemplo proposto em [21] de um sistema linear com atraso:

x(k + 1) =






0.8 0

0 0.91




x(k) +






−0.1 0

−0.1 −0.1




x(k − τ),

x(k) = φ(k) , τ ≤ k ≤ 0

onde x(k) ∈ ℜn é o vetor de estados, x(k − τ) ∈ ℜn é o vetor de estados com atraso, τ é

um número inteiro positivo representando o atraso de transporte com τ ∈ [0, τ̄ ], τ̄ representa o

atraso máximo e φ(k) representa a seqüência de valores iniciais de x(k).

Note que para este sistema A(·) e Ad(·) são matrizes constantes e não possuem incertezas.

Segundo [21], qualquer critério independente do atraso falha ao verificar estabilidade assintótica,

tornando-se necessária a aplicação de métodos dependentes do atraso. Em simulação, conforme

figura 3-1, observa-se que um dos estados do sistema (x2) é instável para τ ≥ 59 e condições

iniciais não nulas.
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Figura 3-1: Sistema instável com atraso de transporte τ = 59

Ainda que o sistema não possua incertezas, é possível aplicar o Teorema 6 sendo que o

teste das condições de estabilidade resume-se a uma única LMI, aprenentada em A.2. Assim,

verifica-se que o sistema é assintoticamente estável para um atraso de transporte máximo τ̄ = 42,

mostrando-se menos conservador do que o método de [21] que encontra o atraso máximo τ̄ = 41.

Exemplo 6 Considere o exemplo proposto em [15]:

x(k + 1)=






0.8 0

0 0.97




x(k)+






−0.1 0

−0.1 −0.1




x(k − τ)

A este sistema inclui-se uma incerteza racional nos estados levando a seguinte representação:

x(k + 1)=






0.8 0

0 0.97 (0.8+λ)
(1−λ)




x(k)+






−0.1 0

−0.1 −0.1




x(k − τ)

onde λ ∈ [0, 0.1].
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Definindo-se π=

[

x2

1−λ

]

, a representação DAR em (2.41) é definida com:

A1 =






0.8 0

0 0




 , A2 =






−0.1 0

−0.1 −0.1




 , A3 =






0

0.97(0.8 + λ)




 ,

Ω1 =

[

0 1

]

, Ω2 =

[

0 0

]

e Ω3 =

[

−1 + λ

]

.

Aplicando-se o Teorema 6, a partir de A.3 verifica-se que o o sistema é assintoticamente

estável para um atraso de transporte máximo τ̄ = 16 para qualquer λ ∈ [0, 0.1]. Ressalta-se que

pelo método apresentado em [15] encontra-se o mesmo atraso máximo τ̄ com λ = 0.1, porém

neste método não são admitidas incertezas racionais no modelo.



Capítulo 4

Estabilidade Dependente de

Parâmetros

No capítulo anterior foram apresentadas condições dependentes e independentes do atraso

para se verificar a estabilidade robusta de sistemas lineares discretos sujeitos a atrasos de trans-

porte, utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii independentes dos parâmetros incertos do

sistema. Porém, sabe-se que condições de estabilidade independentes de parâmetros são em geral

conservadoras para tratar sistemas incertos. Com o objetivo de reduzir o conservadorismo, os

resultados apresentados anteriormente são estendidos para funcionais de Lyapunov-Krasovskii

dependentes do vetor de parâmetros λ(k), sendo que os termos desses funcionais são formas

quadráticas em x(k) e x(k − τ) e polinomiais em λ(k).

Certamente, a forma mais comum utilizada na literatura de controle robusto para inserir a

dependência paramétrica nos testes de verificação de estabilidade de sistemas lineares é através

da classe de funções de Lyapunov afins no vetor de parâmetros incertos λ(k), isto é, para a

classe de funções na forma [17, 12]

V (x) = x′P (λ(k))x , P (λ(k)) = P0 +

nλ∑

i=1

λiPi , P (λ(k)) = P (λ(k))′ .

45
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Entretanto, sabe-se que os testes de estabilidade baseados em funções afins no parâmetro são

apenas condições suficientes. Desta forma, vários autores têm utilizado funções de Lyapunov

com dependência polinomial nos parâmetros, com o objetivo de obter condições de Lyapunov

ainda menos conservadoras [33, 35]. Dentro deste cenário, propõem-se condições de estabilidade

para sistemas lineares discretos sujeitos a atraso no estado baseadas em funcionais de Lyapunov-

Krasovskii com dependência polinomial no vetor de parâmetros incertos do sistema.

A aplicação de funções de Lyapunov dependentes de parâmetros é realizada considerando

o sistema apresentado em (3.1), sendo que A(·) e Ad(·) são funções racionais em λ(k) com

dimensões apropriadas e bem definidas para todo λ(k) ∈ Λ. Adicionalmente, supõe-se que a

variação da incerteza, dada por

δλ(k) = λ(k+1) − λ(k) , (4.1)

é limitada a uma região politópica com vértices conhecidos. Por simplicidade, supõe-se que o

politopo Λ engloba os valores admissíveis de λ(k) e δλ(k). Em outras palavras, (λ(k), δλ(k)) ∈ Λ.

A notação λ(k) ∈ Λ indica que (λ(k), 0) ∈ Λ.

Da mesma forma que no caso independente de parâmetros, supõe-se que a classe de sistemas

a ser considerada neste capítulo possa ser representada por equações de diferenças e algébricas

(representação DAR). A seguir, aborda-se o caso da estabilidade independente do atraso e

posteriormente o caso dependente do atraso.

4.1 Estabilidade Independente do Atraso

Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii mostrado em (3.2) possa ser definido

incluindo a dependência de parâmetros da seguinte forma:

V (xk, λk) = V1(x(k), λ(k)) + V2(xk, λk) , (4.2)
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onde

V1(x(k), λ(k)) = x(k)′P(λ(k))x(k) e (4.3)

V2(xk, λk) =

k−1∑

r=k−τ

x(r)′Q(λ(r))x(r) , (4.4)

sendo P(λ) e Q(λ) matrizes simétricas cujos elementos são funções polinomiais em λ.

Visando uma formulação convexa para o problema de análise de estabilidade robusta, as

matrizes P(λ) e Q(λ) obedecem a seguinte estrutura:

P(λ) =






Θ(λ)

In






′

P






Θ(λ)

In




 , (4.5)

Q(λ) =






Θ(λ)

In






′

Q






Θ(λ)

In




 , (4.6)

onde P ∈ ℜ(n+p)×(n+p) e Q ∈ ℜ(n+p)×(n+p) são matrizes simétricas e constantes a serem deter-

minadas, e Θ(λ) ∈ ℜp×n é uma matriz dada cujos elementos são funções polinomiais no vetor

de parâmetros λ.

Definindo a notação auxiliar

ξ(x, λ) := Θ(λ)x , (4.7)

pode-se reescrever a função V1 em (4.3) da seguinte forma:

V1(x(k), λ(k)) =






ξ(x, λ)

x






′

P






ξ(x, λ)

x




 . (4.8)

Note que os elementos do vetor auxiliar ξ(x, λ) são funções polinomiais em λ. Portanto,
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existe uma representação na forma DAR para ξ(x, λ) na seguinte forma [7]:

ξ(x, λ) = F1(λ)x+F2(λ)g(x, λ)

0 = Φ1(λ)x+Φ2(λ)g(x, λ)

(4.9)

onde g(x, λ) ∈ ℜmg é um vetor auxiliar contendo monômios de grau maior do que 2 em x e λ;

e F1 ∈ ℜp×n; e F2 ∈ ℜp×mg , Φ1 ∈ ℜqg×n e Φ2 ∈ ℜqg×mg são matrizes afins no vetor λ.

De maneira similar à representação em (2.41), para que a representação (4.9) seja bem

definida, assume-se que:

A2 A matriz Φ2(λ) tem posto completo por colunas para todo λ(k) ∈ Λ.

Observa-se que a representação (4.9) pode ser aplicada para qualquer x e λ computados nos

instantes k, k + 1 e k − τ , então da mesma forma, são definidos:

ξ(k) = Θ(λ(k))x(k) ,

ξ(k + 1) = Θ(λ(k + 1))x(k + 1) = Θ(λ(k) + δλ(k))x(k + 1) e

ξ(k − τ) = Θ(λ(k − τ))x(k − τ) .

Por conveniência, definem-se os seguintes vetores auxiliares:

v =






ξ(k)

x(k)




 , v+ =






ξ(k+1)

x(k+1)




 , vτ =






ξ(k−τ)

x(k−τ)




 , (4.10)

de modo que (4.8) possa ser reescrito por

V1(x(k), λ(k)) = v′Pv . (4.11)

Ao mesmo tempo, definem-se matrizes constantes Nξ e Nx tais que Nξv(·) = ξ(·) e Nxv(·) =
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x(·), como por exemplo, as matrizes

Nξ =

[

Ip 0p×n

]

eNx =

[

0n×p In

]

.

Para assegurar a estabilidade do sistema (3.1), o funcional de Lyapunov-Krasovskii, mostrado

em (4.2), deve ser positivo definido para todo v satisfazendo a relação algébrica definida em (4.9).

Então, define-se a matriz Υ1(λ) da seguinte forma:






ξ(x, λ) − F1(λ)x − F2(λ)g(x, λ)

Φ1(λ)x + Φ2(λ)g(x, λ)




 =






Nξ−F1(λ)Nx −F2(λ)

Φ1(λ)Nx Φ2(λ)






︸ ︷︷ ︸

Υ1(λ)






v

g(k)




 = 0 . (4.12)

Esta definição permite obter uma condição que possa ser numericamente testada, tal que a

representação DAR em (4.9) possa ser inserida no funcional de Lyapunov-Krasovskii em (3.3).

Isto pode ser realizado utilizando o Lema de Finsler (Lema 2) de forma que a condição






v

g(k)






′ 




P 0

0 0mg











v

g(k)




 > 0 , ∀






v

g(k)




 | Υ1(λ(k))






v

g(k)




 = 0 ,






v

g(k)




 6= 0 ,

é satisfeita para todo λ(k) ∈ Λ se






P 0

0 0mg




 + He{LΥ1(λ(k))} > 0 , L ∈ ℜ(p+n+mg)×(p+qg) , ∀λ(k) ∈ V(Λ) . (4.13)

O mesmo desenvolvimento pode ser feito para o funcional V2(xk, λk) em (3.4), sendo que

V2(xk, λk) é positivo definido se






Q 0

0 0mg




 + He{MΥ1(λ(k))} > 0 , M ∈ ℜ(p+n+mg)×(p+qg) , ∀λ(k) ∈ V(Λ) . (4.14)
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Por outro lado, utilizando a notação (4.10), a diferença do funcional de Lyapunov-Krasovskii

como definido em (4.2) pode ser escrita da seguinte forma:

∆V (k) = v′+Pv+ − v′Pv + v′Qv − v′τQvτ . (4.15)

Levando em consideração a representação DAR em (4.9), ∆V (k) pode ser reescrita na forma

∆V (k) =




















v+

v

vτ

g(k+1)

g(k)

g(k−τ)




















′













P 0 0 0

0 Q−P 0 0

0 0 −Q 0

0 0 0 03mg
































v+

v

vτ

g(k+1)

g(k)

g(k−τ)




















. (4.16)

Ainda é possível inserir à equação (4.16) o vetor auxiliar π(k) referente à representação DAR

(2.41), ou seja,

∆V (k) =
























v+

v

vτ

π(k)

g(k+1)

g(k)

g(k−τ)
























′

︸ ︷︷ ︸

η3(k)′













P 0 0 0

0 Q−P 0 0

0 0 −Q 0

0 0 0 0(m+3mg)













︸ ︷︷ ︸

Π3(P,Q)
























v+

v

vτ

π(k)

g(k+1)

g(k)

g(k−τ)
























︸ ︷︷ ︸

η3(k)

. (4.17)
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Em (4.17) define-se a matriz Π3(P, Q) e o vetor auxiliar η3(k), permitindo que a variação

do funcional de Lyapunov-Krasovskii possa ser reescrita da forma compacta por

∆V (k) = η3(k)′Π3(P,Q)η3(k) . (4.18)

Observa-se que os elementos do vetor auxiliar η3(k) são dependentes entre si e satisfazem as

seguintes restrições com base na representação DAR em (2.41)

x(k + 1) − A1(λ)x(k) − A2(λ)x(k − τ) − A3(λ)π(k) = 0

Ω1(λ)x(k) + Ω2(λ)x(k − τ) + Ω3(λ)π(k) = 0

(4.19)

e com base na representação DAR em (4.9):

ξ(k) − F1(λ(k))x(k) − F2(λ(k))g(k) = 0

Φ1(λ(k))x(k) + Φ2(λ(k))g(k) = 0

(4.20)

ξ(k+ 1) − F1(λ+δλ)x(k + 1) − F2(λ+δλ)g(k+1) = 0

Φ1(λ(k)+δλ(k))x(k + 1) + Φ2(λ(k)+δλ(k))g(k+1) = 0

(4.21)

ξ(k−τ) − F1(λ(k−τ))x(k−τ) − F2(λ(k−τ))g(k−τ) = 0

Φ1(k−τ)x(k − τ) + Φ2(k−τ)g(k−τ) = 0 .

(4.22)

Estas restrições podem ser reescritas na seguinte forma matricial
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ψ1(1,1) ψ1(1,2) ψ1(1,3) ψ1(1,4) 0 0 0

0 ψ1(2,2) ψ1(2,3) ψ1(2,4) 0 0 0

0 ψ1(3,2) 0 0 0 ψ1(3,6) 0

ψ1(4,1) 0 0 0 ψ1(4,5) 0 0

0 0 ψ1(5,3) 0 0 0 ψ1(5,7)

0 ψ1(6,2) 0 0 0 ψ1(6,6) 0

ψ1(7,1) 0 0 0 ψ1(7,5) 0 0

0 0 ψ1(8,3) 0 0 0 ψ1(8,7)




























︸ ︷︷ ︸

Ψ3(λ(k),δλ(k),λ(k−τ))

η3(k) = 0 (4.23)

onde η3(k) é definido em (4.17) e os blocos ψ1(i,j) de Ψ3(λ(k), δλ(k), λ(k− τ)) são dados por

ψ1(1,1) = Nx , ψ1(1,2) = −A1(λ(k))Nx , ψ1(1,3) = −A2(λ(k))Nx ,

ψ1(1,4) = −A3(λ(k)) , ψ1(2,2) = Ω1(λ(k))Nx , ψ1(2,3) = Ω2(λ(k))Nx ,

ψ1(2,4) = Ω3(λ(k)) , ψ1(3,2) = Nξ−F1(λ(k))Nx , ψ1(3,6) = −F2(λ(k)) ,

ψ1(4,1) = Nξ−F1(λ+δλ)Nx , ψ1(4,5) = −F2(λ+δλ) , ψ1(5,3) = Nξ−F1(λ(k−τ))Nx,

ψ1(5,7) = −F2(λ(k−τ)) , ψ1(6,2) = Φ1(λ(k))Nx , ψ1(6,6) = Φ2(λ(k)) ,

ψ1(7,1) = Φ1(λ(k+1))Nx , ψ1(7,5) = Φ2(λ(k+1)) , ψ1(8,3) = Φ1(λ(k−τ))Nx ,

ψ1(8,7) = Φ2(λ(k−τ)) .

Sendo assim as restrições apresentadas em (4.23) podem ser reescritas de forma compacta

por

Ψ3(λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) η3(k) = 0 (4.24)

Utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a restrição (4.24) pode ser inserida na diferença do

funcional de Lyapunov-Krasovskii de maneira a determinar se ∆V (k) é negativa definida, onde
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∆V (k) é dada por (4.17). Portanto, a condição

η3(k)′Π3(P, Q)η3(k) < 0, ∀ η3(k) | Ψ3(λ(k), δλ(k), λ(k−τ))η3(k) = 0, η3(k) 6= 0 ,

é satisfeita para todo λ ∈ Λ se

Π3(P, Q) + He{WΨ3(λ(k), δλ(k), λ(k−τ))} < 0, W ∈ ℜd1×d2 , ∀ (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ × Λ) ,

(4.25)

onde d1 = (3n + 3p + m + 3mg) e d2 = (n + q + 3p + 3qg).

Esta formulação leva ao seguinte resultado para a análise de estabilidade robusta, indepen-

dente do atraso de transporte e dependente de parâmetros.

Teorema 7 Considere o sistema (3.1), com a sua representação DAR em (2.41) satisfazendo

A1. Seja Θ(λ) ∈ ℜp×n uma dada matriz cujos elementos são funções polinomiais em λ, e

considere a decomposição DAR em (4.9) satisfazendo A2. Seja Λ um politopo com vértices

conhecidos, que define os valores admissíveis da incerteza λ(k) e de sua variação δλ(k). Suponha

que existam matrizes P = P ′, Q = Q′, L, M e W satisfazendo as seguintes LMIs (4.13), (4.14)

e (4.25) para todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ×Λ), então, o sistema (3.1) é assintoticamente

estável para qualquer (λ, δλ) ∈ Λ e independente do atraso τ .

Prova. Suponha que as LMIs descritas em (4.13), (4.14) e (4.25) são satisfeitas para todo

(λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ × Λ), então por convexidade elas também estão satisfeitas para

todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ Λ × Λ.

Considere as LMIs (4.13) e (4.14) e defina o vetor auxiliar σ1 = [ v′ g′ ]′. Pré- e pós-

multiplicando estas LMIs por σ′

1 e σ1, respectivamente, obtém-se:

V1(x(k), λ(k)) = x(k)′P(λ(k))x(k) > 0 , (4.26)
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V2(xk, λk) =

k−1∑

r=k−τ

x(r)′ Q(λ(r)) x(r) > 0 , (4.27)

pois Υ1(λ)σ1 = 0 para qualquer instante k.

Como os elementos das matrizes P(λ) e Q(λ) são limitados por suposição (i.e., λ ∈ Λ)

existem escalares positivos ǫ1, ǫ2 tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (xk, λk) = V1(x, λ) + V2(xk, λk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (4.28)

Agora, considere a LMI em (4.25) e a represente de forma compacta por Ξ̃ < 0. Como ela é

estrita, existe um escalar ǫ3 tal que Ξ̃ + ǫ3N
′

3N3 ≤ 0, onde N3 é uma matriz constante tal que

N3 η3(k) = x(k). Pré e pós-multiplicando Ξ̃ + ǫ3N
′

3N3 ≤ 0 por η3(k)′ e η3(k), respectivamente,

obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀λ ∈ Λ , (4.29)

visto que Ψ3(·) η3(k) = 0, e o resto da prova segue a partir do do Teorema de Lyapunov-

Krasovskii (Teorema 3).

4.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Com o objetivo de obter condições de estabilidade dependente do atraso e do vetor de parâ-

metros λ, considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii, apresentado no capítulo anterior

em (3.18), seja dado por

V (xk, λk)=V1(x(k), λ(k)) + V2(xk, λk) + V3(xk, λk), (4.30)

onde V1 e V2 são os mesmos definidos em (4.3) e (4.4), respectivamente, e

V3(xk, λk) =

0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k−1+ρ

ϕ(λ, r)′ S ϕ(λ, r), (4.31)
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onde S ∈ ℜ(n+p)×(n+p) é uma matriz simétrica e constante a ser determinada, e ϕ ∈ ℜn+p é

uma função vetorial obedecendo a seguinte estrutura

ϕ(λ, r) =






Θ(λ(r + 1))x(r + 1) − Θ(λ(r))x(r)

x(r + 1) − x(r)




 , (4.32)

sendo que Θ(λ) ∈ ℜp×n é a mesma função matricial utilizada nas definições de V1 e V2 em (4.3)

e (4.4), respectivamente.

De maneira similar ao apresentado no caso independente do atraso, levando em conta a

definição de y(·) em (3.20), é definido o vetor auxiliar

ξy(r) = Θ(λ(r+1))x(r+1)−Θ(λ(r))x(r) , (4.33)

de forma que

V3(xk, λk) =
0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k−1+ρ






ξy(r)

y(r)






′

S






ξy(r)

y(r)




 . (4.34)

Por conveniência, definem-se os seguintes vetores auxiliares:

w=






ξy(k)

y(k)




 , wr =






ξy(r)

y(r)




 , vr =






ξ(r)

x(r)




 e vr+ =






ξ(r+1)

x(r+1)




 . (4.35)

Observa-se que, pelas definições acima, as seguintes igualdades são verdadeiras:

w = v+ − v , wr = vr+ − vr ,

k−1∑

r=k−τ

wr =
k−1∑

r=k−τ

(vr+ − vr)=v − vτ . (4.36)

Para que o funcional V3(xk, λk) seja positivo definido, deve-se garantir que a seguinte condição
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seja satisfeita

ϕ(λ, r)′ S ϕ(λ, r) > 0 , ∀ r , λ ∈ Λ . (4.37)

Entretanto, pela definição do vetor ϕ(λ, r) em (4.32), nota-se que este vetor satisfaz as seguintes

restrições:

w + v − v+ = 0

ξ(k) − F1(λ(k))x(k) − F2(λ(k))g(k) = 0

Φ1(λ(k))x(k) + Φ2(λ(k))g(k) = 0 (4.38)

ξ(k + 1) − F1(λ(k)+δλ(k))x(k + 1) − F2(λ(k)+δλ(k))g(k + 1) = 0

Φ1(λ(k)+δλ(k))x(k + 1) + Φ2(λ(k)+δλ(k))g(k + 1) = 0

Definindo-se a seguinte notação

Υ2(λ, δλ) =










In+p [ In+p 0 ] [ −In+p 0 ]

0 Υ1(λ) 0

0 0 Υ1(λ+δλ)










, σ2 =

















w

v

g(k)

v+

g(k + 1)

















, (4.39)

chega-se à seguinte forma compacta para (4.38)

Υ2(λ, δλ) σ2 = 0 ,

onde Υ1(·) é a mesma matriz definida em (4.12).
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Com base na formulação acima, a condição (4.37) pode ser reescrita da seguinte forma:

σ′

2






S 0

0 0d3




σ2 > 0 , ∀σ′

2 | Υ2(λ, δλ)σ2 = 0 , σ′

2 6= 0 ,

onde d3 = 2(n + p + mg).

Assim, utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a condição acima é satisfeita para todo

λ(k) ∈ Λ se






S 0

0 0d3




 + He{TΥ2(λ, δλ)} > 0 , T ∈ ℜd4×d5 , ∀ (λ(k), δλ(k)) ∈ V(Λ) , (4.40)

onde d4 = (n + p + d3) e d5 = 3(n + p + qg).

Por outro lado, a partir das definições (4.35), o somatório presente na variação do fun-

cional ∆V3(xk, λk) pode ser desenvolvido, conforme apresentado no capítulo anterior, levando à

seguinte expressão:

∆V3(xk, λk) =

k−1∑

r=k−τ

(
w′ S w − w′

r S wr

)
. (4.41)

Adicionando (4.41) em (4.15), a diferença do funcional de Lyapunov-Krasovskii, como definido

em (4.30), pode ser escrita da seguinte forma:

∆V (xk, λk) = v′+Pv+ − v′Pv + v′Qv − v′τQvτ +
k−1∑

r=k−τ

(
w′Sw − w′

rSwr

)
. (4.42)

Por conveniência, todos os termos na expressão acima são colocados dentro do somatório em

r, ou seja,

∆V (xk, λk) =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

[

v′+Pv+−v′Pv+v′Qv − v′τQvτ +τ
(
w′Sw−w′

rSwr

)
]

.

Levando em consideração as representações DAR (2.41) e (4.9), a expressão acima pode ser
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reescrita na seguinte maneira:

∆V (xk, λk)=
1

τ

k−1∑

r=k−τ































v+

v

vτ

w

wr

π(k)

g(k+1)

g(k)

g(k−τ)































′

︸ ︷︷ ︸

η4(k,r)′




















P 0 0 0 0 0

0 Q−P 0 0 0 0

0 0 −Q 0 0 0

0 0 0 τS 0 0

0 0 0 0 −τS 0

0 0 0 0 0 0m+3mg




















︸ ︷︷ ︸

Π4(P,Q,S,τ)































v+

v

vτ

w

wr

π(k)

g(k+1)

g(k)

g(k−τ)































︸ ︷︷ ︸

η4(k,r)

, (4.43)

ou na seguinte forma compacta

∆V (xk, λk)=
1

τ

k−1∑

r=k−τ

η4(k, r)′ Π4(P, Q, S, τ) η4(k, r) , (4.44)

onde Π4(P,Q, S, τ) e η4(k, r) são como definidos em (4.43).

Note que os elementos do vetor auxiliar η4(k, r) são dependentes entre si e considerando a

representação DAR (2.41) do sistema (3.1) é possível associar as restrições

0 =
1

τ

k−1∑

r=k−τ






Nx −A1Nx −A2Nx 0n×(n+p) 0n×(n+p) −A3 0n×3mg

0 Ω1Nx Ω2Nx 0n×(n+p) 0n×(n+p) Ω3 0n×3mg




 η4(k, r) . (4.45)

Com base nas representação DAR definida em (4.9), para ξ(k), ξ(k+1) e ξ(k−τ), obtém-se

as seguintes restrições de igualdade:
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1

τ

k−1∑

r=k−τ

ξ(k) − F1(λ(k))x(k) − F2(λ(k))g(k) = 0 ,

1

τ

k−1∑

r=k−τ

Φ1(λ(k))x(k) + Φ2(λ(k))g(k) = 0 ,

1

τ

k−1∑

r=k−τ

ξ(k+1) − F1(λ+δλ)x(k + 1) − F2(λ+δλ)g(k+1) = 0 ,

1

τ

k−1∑

r=k−τ

Φ1(λ(k)+δλ(k))x(k + 1) + Φ2(λ(k)+δλ(k))g(k+1) = 0 ,

1

τ

k−1∑

r=k−τ

ξ(k−τ) − F1(λ(k−τ))x(k−τ) − F2(λ(k−τ))g(k−τ) = 0 ,

1

τ

k−1∑

r=k−τ

Φ1(k−τ)x(k − τ) + Φ2(k−τ)g(k−τ) = 0 .

Considerando a representação DAR do sistema em (2.41) de ξ(·) em (4.9), as restrições

(4.36), (4.45) e acima, o conjunto de restrições envolvendo os elementos de η4 pode ser reescrito

na seguinte forma compacta

0 =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

Ψ4(λ(k), δλ(k), λ(k−τ), τ) η4(k, r) (4.46)

onde a matriz Ψ4(·) é definida da seguinte forma
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ψ2(1,1) ψ2(1,2) ψ2(1,3) 0 0 ψ2(1,6) 0 0 0

0 ψ2(2,2) ψ2(2,3) 0 0 ψ2(2,6) 0 0 0

0 ψ2(3,2) 0 0 0 0 0 ψ2(3,8) 0

ψ2(4,1) 0 0 0 0 0 ψ2(4,7) 0 0

0 0 ψ2(5,3) 0 0 0 0 0 ψ2(5,9)

0 ψ2(6,2) 0 0 0 0 0 ψ2(6,8) 0

ψ2(7,1) 0 0 0 0 0 ψ2(7,7) 0 0

0 0 ψ1(8,3) 0 0 0 0 0 ψ2(8,9)

ψ2(9,1) ψ2(9,2) 0 ψ2(9,4) 0 0 0 0 0

0 ψ2(10,2) ψ2(10,3) 0 ψ2(10,5) 0 0 0 0



































︸ ︷︷ ︸

Ψ4(λ(k),δλ(k),λ(k−τ),τ)

(4.47)

cujos blocos ψ2(i,j) diferentes de matrizes de zeros são dados por

ψ2(1,1) = Nx , ψ2(1,2) = −A1(λ(k))Nx , ψ2(1,3) = −A2(λ(k))Nx ,

ψ2(1,6) = −A3(λ(k)) , ψ2(2,2) = Ω1(λ(k))Nx , ψ2(2,3) = Ω2(λ(k))Nx ,

ψ2(2,6) = Ω3(λ(k)) , ψ2(3,2) = Nξ−F1(λ(k))Nx , ψ2(3,8) = −F2(λ(k)) ,

ψ2(4,1) = Nξ−F1(λ+δλ)Nx , ψ2(4,7) = −F2(λ+δλ) , ψ2(5,3) = Nξ−F1(λ(k−τ))Nx ,

ψ2(5,9) = −F2(λ(k−τ)) , ψ2(6,2) = Φ1(λ(k))Nx , ψ2(6,8) = Φ2(λ(k)) ,

ψ2(7,1) = Φ1(λ(k+1))Nx , ψ2(7,7) = Φ2(λ(k+1)) , ψ2(8,3) = Φ1(λ(k−τ))Nx ,

ψ2(8,9) = Φ2(λ(k−τ)) , ψ2(9,1) = In+p , ψ2(9,2) = −In+p

ψ2(9,4) = −In+p ψ2(10,2) = In+p , ψ2(10,3) = −In+p ,

ψ2(10,5) = −τIn+p ,

Utilizando o Lema de Finsler (Lema 2), a restrição (4.46) pode ser inserida em ∆V (k) < 0,
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onde ∆V (k) é dada por (4.42). Portanto, a condição

η4(k, r)′Π4(P, Q, S, τ)η4(k, r) < 0, ∀ η4(k, r) | Π4(P, Q, S, τ)η4(k, r)=0, η4(k, r) 6=0 ,

é satisfeita para todo λ ∈ Λ se

Π4(P, Q, S, τ) + He{WΨ4(λ(k), δλ(k), λ(k−τ), τ)} < 0, W ∈ ℜd6×d7 , ∀λ ∈ V(Λ) . (4.48)

onde d6 = (5n + 5p + m + 3mg) e d7 = (3n + q + 5p + 3qg).

Com base na formulação apresentada o seguinte resultado para a análise de estabilidade

robusta, dependente do atraso de transporte e dependente de parâmetros é proposto.

Teorema 8 Considere o sistema (3.1), com a sua decomposição DAR em (2.41) satisfazendo

A1. Seja Θ(λ) ∈ ℜq×n uma dada matriz cujos elementos são funções polinomiais em λ e

considere a representação DAR em (4.9) satisfazendo A2. Seja τ̄ o atraso de transporte máximo

e Λ um politopo com vértices conhecidos, que define os valores admissíveis da incerteza λ(k) e

de sua variação δλ(k). Suponha que existam matrizes P = P ′, Q = Q′, S = S′, L, M , T e W

satisfazendo as LMIs (4.13), (4.14), (4.40) e (4.48) para todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ×Λ),

então, o sistema (3.1) é assintoticamente estável para todo τ ∈ [0, τ̄ ] e todo (λ, δλ) ∈ Λ.

Prova. Suponha que as LMIs (4.13), (4.14), (4.40) e (4.48) estão satisfeitas para todo

(λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ × Λ), então por convexidade elas também estão satisfeitas para

todo (λ(k), δλ(k)) ∈ Λ e (λ(k−τ), 0) ∈ Λ.

Utilizando a prova do Teorema 7, as LMIs (4.13) e (4.14) implicam que

V1(x(k), λ(k)) = x(k)′ P(λ(k)) x(k) > 0 , (4.49)

V2(xk, λk) =
k−1∑

r=k−τ

x(r)′ Q(λ(r)) x(r) > 0 . (4.50)
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Agora, considere a LMI (4.40) e defina o vetor auxiliar σ2 definido em (4.39). Pré- e pós-

multiplicando esta LMI por σ′

2 e σ2, respectivamente, obtém-se:

V3(xk, λk) =
0∑

p=−τ+1

k−1∑

r=k−1+p






ξy(r)

y(r)






′

S






ξy(r)

y(r)




 > 0 , (4.51)

pois Υ2(λ, δλ)σ2 = 0 para qualquer instante k.

Como os elementos de V1, V2 e V3 são limitados por suposição (i.e., (λ, δλ) ∈ Λ) existem

escalares positivos ǫ1, ǫ2 tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (x, xk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (4.52)

Agora, considere a LMI em (4.48) e a represente de forma compacta por Ξ̃ < 0. Como

ela é estrita, existe um escalar ǫ3 tal que Ξ̃ + ǫ3N
′

4N4 ≤ 0, onde N4 é uma matriz constante

tal que N4 η4(k, r) = x(k). Pré e pós-multiplicando Ξ̃ + ǫ3N
′

4N4 ≤ 0 por η4(k, r)′ e η4(k, r),

respectivamente, obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀ (λ, δλ) ∈ Λ , (4.53)

visto que Ψ4(·) η4(k, r) = 0, e o resto da prova segue a partir do do Teorema de Lyapunov-

Krasovskii (Teorema 3).

4.3 Exemplo Numérico

A seguir, apresenta-se um exemplo numérico afim de ilustrar a aplicação das condições de

estabilidade dependente de parâmetros para sistemas com atraso no estado.
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Considere o seguinte sistema discreto

x(k + 1) = A(λ(k))x(k) + Ad(λ(k))x(k − τ) , λ ∈ Λ ,

onde

A(λ(k)) = A0 + λ1A1 + λ2A2 e Ad(λ(k)) = Ad0
+ λ1Ad1

+ λ2Ad2
,

A0 =






−0.5 −0.4

0.2 −0.6




 , Ad0

=






0.3 0.1

−0.1 0.1




 , A1 =






0.045 0.03

0.015 0.01




 , Ad2

=






0.06 0.03

0.02 0.01




 ,

e A2 = Ad1
= 02.

Neste exemplo, supõe-se que os parâmetros são invariantes no tempo, isto é, δλ(k) = 0, e

que o politopo Λ é parametrizado da seguinte maneira:

Λ := {λ ∈ ℜ2 | |λ1| ≤ α , |λ2| ≤ β} ,

onde α e β são escalares não negativos.

O sistema acima sem incertezas é assintoticamente estável independente do atraso τ , sendo o

objetivo deste exemplo verificar a influência da variação paramétrica na estabilidade do sistema.

Com este objetivo, considera-se o resultado apresentado no Teorema 7 com a seguinte definição

da matriz Θ(λ):

Θ(λ) =






λ1I2

λ2I2




 ,

resultando em funcionais de Lyapunov-Krasovskii de grau dois em λ.

Para a definição acima, a DAR para ξ(x, λ) = [ λ1x
′ λ2x

′ ]′ como em (4.9) pode ser obtida
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pelas seguintes definições:

F1(λ) =






λ1I2

λ2I2




 , g(x, λ) = 0 , F2(λ) = 0 , Φ1(λ) = 0 , Φ2 = 0 .

Como, neste exemplo, os vetores auxiliares π(k) e g(x, λ) são nulos as variáveis correspon-

dentes às condições de estabilidade apresentadas no Teorema 7 podem ser eliminadas do pro-

blema por uma adequada eliminação de linhas e colunas nas LMIs (4.13), (4.14) e (4.25) levando

às seguintes condições de estabilidade:

P + He{LΥ̃1} > 0 , (4.54)

Q + He{MΥ̃1} > 0 , (4.55)









P 0 0

0 Q − P 0

0 0 −Q










+ He{W Ψ̃3} < 0 , (4.56)

onde Υ̃1 = Nξ − F1(λ)Nx e

Ψ̃3 =













ψ1(1,1) ψ1(1,2) ψ1(1,3)

0 ψ1(3,2) 0

ψ1(4,1) 0 0

0 0 ψ1(5,3)













.

Os resultados apresentados na Tabela 4.3 foram obtidos a partir da programação em A.4,

onde fixa-se o valor de α e é determinado o valor máximo admissível para β tal que as condições

do Teorema 7 sejam factíveis.
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α 0.0 0.7 1.4 2.1 2.8 3.5 4.2 4.9 5.6 6.3 7.0

β 4.3 3.9 3.5 3.2 2.8 2.4 2.0 1.6 1.1 0.6 0.0

Tabela 4.1: Valores admissíveis para o vetor de parâmetros incertos.

Estes resultados também são apresentados de forma gráfica na figura 4-1.

Figura 4-1: Valores admissíveis para |λ1| e |λ2|.

Note que o exemplo acima para λ1 = λ2 é o mesmo sistema apresentado no Exemplo 4

no capítulo anterior. Como esperado, a inclusão de mais um parâmetro incerto aumenta o

conservadorismo dos resultados, pois o valor máximo obtido para λ1 = λ2 é de 2.8 no caso

acima ao invés de 5.8 no Exemplo 4. A diminuição deste conservadorismo pode ser obtida

através da utilização de funcionais de Lyapunov-Krasovskii mais complexos, mas ao custo de

um maior esforço computacional.



Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

5.1 Considerações Finais

O problema de determinar a estabilidade de sistemas lineares incertos em tempo discreto

sujeitos a atraso no vetor de estados ainda é um desafio no cenário atual. Para lidar com este

fenômeno, esta dissertação propõe condições para verificar a estabilidade assintótica do ponto de

equilíbrio do sistema. Essas condições são apresentadas na forma de Desigualdades Matriciais

Lineares (ou LMIs) que caso sejam factíveis asseguram a estabilidade do sistema.

Utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii, obteve-se quatro novos teoremas para a ve-

rificação da estabilidade do sistema. Primeiramente são desenvolvidas duas condições, uma

dependente e outra independe do atraso presente considerando funcionais quadráticos no es-

tado e independente dos parâmetros incertos do sistema. Em seguida, estas condições são

estendidas para funcionais com dependência nos parâmetros incertos do sistema, onde esses

funcionais podem ser quaisquer funções polinomiais dos parâmetros. Para estes quatro casos,

as condições apresentadas são descritas em termos de LMIs. Destaca-se que nenhuma dessas

condições utiliza transformações na representação original do sistema, como representação com

atraso distribuído, e tão pouco limitantes superiores do produto interno de dois vetores para
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completar formas quadráticas.

Para possibilitar uma formulação convexa na análise de estabilidade de sistemas mais com-

plexos, como aqueles com dependência racional no vetor de parâmetros incertos, empregou-se

a Representação por Diferenças Algébricas (ou DAR) na qual os termos não-lineares no vetor

de parâmetros incertos são definidos como variáveis algébricas na representação por variáveis de

estado do sistema. Utilizou-se o lema de Finsler para inserir essas restrições algébricas (prove-

nientes de representações DAR) levando à obtenção de condições de estabilidade em termos

de um conjunto finito de restrições LMIs que são resolvidas numericamente através de pacotes

computacionais disponíveis na literatura de controle.

Ao longo da dissertação são introduzidos alguns exemplos numéricos com o objetivo de

demonstrar alguns conceitos básicos e também a aplicação do método proposto na análise de

estabilidade de sistemas discretos lineares incertos sujeitos a atraso de transporte.

A seguir são apresentadas as principais contribuições desta dissertação:

• Formulação convexa sem utilizar transformação do modelo para sistemas com atraso dis-

tribuído;

• Utilização de funcionais de Lyapunov com dependência polinomial;

• Admite-se que o sistema possa depender de forma racional do vetor de parâmetros incertos

do sistema.

Em comparação com outros métodos propostos, as condições apresentadas mostram-se efi-

cientes e menos conservadoras. Observa-se que a redução do conservadorismo é obtida com a uti-

lização de funcionais de Lyapunov-Krasovskii mais complexos (i.e., com dependência paramétrica)

implicando em maior complexidade computacional em relação a condições sem a dependência de

parâmetros. Vale salientar que existem poucos métodos e exemplos disponíveis na literatura de

controle abordando sistemas com atraso em tempo discreto, dificultando estudos comparativos

sobre o grau de conservadorismo da metodologia proposta.



CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS 68

Os resultados apresentados neste trabalho foram submetidos à revista SBA - CONTROLE

& AUTOMAÇÃO, cujo artigo está anexado no apêndice B.

5.2 Trabalhos Futuros

Esta dissertação concentrou-se na análise de estabilidade de sistemas discretos incertos su-

jeitos a um único atraso no estado, mas pode ser facilmente estendida para o caso com múltiplos

atrasos. Além disso, os resultados apresentados foram concentrados na utilização de funcionais

de Lyapunov-Krasovskii e a alternativa da utilização do Teorema de Razumikhin na análise de

estabilidade desta classe de sistemas não foi verificada.

Em adição às considerações anteriores, pode-se destacar os seguintes futuros temas de

pesquisa relacionais aos temas abordados neste trabalho:

• Estender as condições apresentadas para atrasos variantes no tempo;

• Analisar a estabilidade de sistemas não-lineares discretos com atraso através da modelagem

das não-linearidades como parâmetros variantes no tempo (representação Quasi-LPV);

• Incluir condições de estabilidade para analisar sistemas discretos com atraso em malha-

fechada na presença de saturação do sinal de controle utilizando condições de setor;

• Desenvolver métodos de síntese de compensadores e observadores de estado (filtros) para

aplicações em sistemas de controle mais genéricos.
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Apêndice A

Exemplos

A resolução dos exemplos demonstrativos desta dissertação são apresentados neste apêndice.

Para solução destes exemplos foi utilizado MatLab em conjunto com Yalmip (Parser) [23] e

SeDuMi (Solver) [29], permitindo a resolução das LMIs.

A.1 Exemplo 4

A solução deste exemplo foi realizada de duas formas. Primeiramente utilizou-se o Teorema

5 e em seguida usando o mesmo teorema, supõe-se que o sistema seja invariante no tempo e as

matrizes P e Q são dependentes dos vértices do politopo. Os resultados são obtidos a partir da

programação apresentada em A.1.1 e A.1.2.

A.1.1 Exemplo 4.1

yalmip(’clear’);

clear all;

I2=eye(2,2);

Z2=zeros(2,2);

Z4=zeros(4,2);

LIM_INF=500;

LIM_SUP=510;

for aux = LIM_INF:LIM_SUP

ALFA=aux/100;
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A=[-0.5 -0.4; 0.2 -0.6];

Ad=[0.3 0.1; -0.1 0.1];

Na=[0.15 0.1];

Nd=[0.2 0.1];

M=[0.3;0.1];

D_A=ALFA*M*Na;

D_Ad=ALFA*M*Nd;

A11=A+D_A;

A12=Ad+D_Ad;

A21=A-D_A;

A22=Ad-D_Ad;

ops = sdpsettings;

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);

W1=[-I2 A11 A12];

W2=[-I2 A21 A22];

P = sdpvar(2,2,’symmetric’);

Q = sdpvar(2,2,’symmetric’);

L = sdpvar(6,2,’full’);

F = set(P > 0) + set(Q > 0) ...

+ set(([P Z2 Z2 ; Z2 (-P+Q) Z2; Z2 Z2 -Q ]+L*W1+W1’*L’)<0)...

+ set(([P Z2 Z2 ; Z2 (-P+Q) Z2; Z2 Z2 -Q]+L*W2+W2’*L’)<0);

DIAGNOSTIC = solvesdp(F,[],ops);

SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem;

SOLUCAO(2,aux-LIM_INF+1)=ALFA;

if min(checkset(F))<0

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=1

else

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=0

end

end

A.1.2 Exemplo 4.2

yalmip(’clear’);

clear all;

I2=eye(2,2);

Z2=zeros(2,2);

Z24=zeros(2,4);

Z4=zeros(4,4);

Z1=zeros(2,1);

Nx=[zeros(2) eye(2)];

Ne=[eye(2) zeros(2)];

ops = sdpsettings;

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);
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LIM_INF=570;

LIM_SUP=585;

for aux = LIM_INF:LIM_SUP

ALFA=aux/100;

A=[-0.5 -0.4; 0.2 -0.6];

Ad=[0.3 0.1; -0.1 0.1];

Na=[0.15 0.1];

Nd=[0.2 0.1];

M=[0.3;0.1];

D_A=ALFA*M*Na;

D_Ad=ALFA*M*Nd;

A11=A+D_A;

A12=Ad+D_Ad;

A21=A-D_A;

A22=Ad-D_Ad;

F1=eye(2)

W1=[Nx -A11*Nx -A12*Nx; Z24 Ne-F1*Nx Z24; ...

Ne-F1*Nx Z24 Z24; Z24 Z24 Ne-F1*Nx];

W2=[Nx -A21*Nx -A22*Nx; Z24 Ne-F1*Nx Z24; ...

Ne-F1*Nx Z24 Z24; Z24 Z24 Ne-F1*Nx];

Psi=[Ne-F1*Nx;zeros(2,4)]

P = sdpvar(4,4,’symmetric’);

Q = sdpvar(4,4,’symmetric’);

P1 = sdpvar(4,4,’symmetric’);

Q1 = sdpvar(4,4,’symmetric’);

Lp = sdpvar(4,4,’full’);

Lq = sdpvar(4,4,’full’);

L = sdpvar(12,8,’full’);

F = set(([P Z4 Z4; Z4 (-P+Q) Z4; Z4 Z4 -Q]+L*W1+W1’*L’)<0)...

+ set(([P1 Z4 Z4; Z4 (-P1+Q1) Z4; Z4 Z4 -Q1]+L*W2+W2’*L’)<0)...

+ set(P + Lp*Psi + Psi’*Lp’> 0) ...

+ set(Q + Lq*Psi + Psi’*Lq’> 0) ...

+ set(P1 + Lp*Psi + Psi’*Lp’> 0) ...

+ set(Q1 + Lq*Psi + Psi’*Lq’> 0);

DIAGNOSTIC = solvesdp(F,[],ops);

SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem

SOLUCAO(2,aux-LIM_INF+1)=ALFA

if min(checkset(F))<0

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=1

else

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=0

end

end
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A.2 Exemplo 5

yalmip(’clear’);

clear all;

LIM_INF=40

LIM_SUP=50

ops = sdpsettings;

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);

for aux = LIM_INF:LIM_SUP

tau=aux-1;

I2=eye(2,2);

Z2=zeros(2,2);

A=[0.8 0; 0 0.91];

Ad=[-0.1 0; -0.1 -0.1];

Ii=[-I2 A Ad Z2 Z2; Z2 I2 -I2 Z2 -tau*I2; I2 -I2 Z2 -I2 Z2];

P = sdpvar(2,2,’symmetric’);

Q = sdpvar(2,2,’symmetric’);

S = sdpvar(2,2,’symmetric’);

L = sdpvar(10,6,’full’);

F = set(P >0) + set(Q > 0) + set(S > 0) ...

+ set(([(P) Z2 Z2 Z2 Z2; Z2 (-P+Q) Z2 Z2 Z2; ...

Z2 Z2 -Q Z2 Z2; Z2 Z2 Z2 tau*S Z2; Z2 Z2 Z2 Z2...

-tau*S]+L*Ii+Ii’*L’)<0);

DIAGNOSTIC = solvesdp(F,[],ops);

SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem;

SOLUCAO(2,aux-LIM_INF+1)=tau;

if min(checkset(F))<0

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=1

else

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=0

end

end

A.3 Exemplo 6

yalmip(’clear’)

clear all;

I2=eye(2,2);

Z2=zeros(2,2);

ops = sdpsettings;

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);

for aux = 1:20 tau=aux-1;

D=0.1;

A11=[0.8 0; 0 0];

A12=[-0.1 0; -0.1 -0.1];
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A13=[0; 0.97*(0.8+D)];

OM11=[0 1];

OM12=[0 0];

OM13=[-1+D];

D=0;

A21=[0.8 0; 0 0];

A22=[-0.1 0; -0.1 -0.1];

A23=[0; 0.97*(0.8+D)];

OM21=[0 1];

OM22=[0 0];

OM23=[-1+D];

Z1=zeros(2,1);

W1=[-I2 A11 A12 Z2 Z2 A13; Z2 I2 -I2 Z2 -tau*I2 Z1;...

I2 -I2 Z2 -I2 Z2 Z1; 0 0 OM11 OM12 0 0 0 0 OM13];

W2=[-I2 A21 A22 Z2 Z2 A23; Z2 I2 -I2 Z2 -tau*I2 Z1;...

I2 -I2 Z2 -I2 Z2 Z1; 0 0 OM21 OM22 0 0 0 0 OM23];

P = sdpvar(2,2,’symmetric’);

Q = sdpvar(2,2,’symmetric’);

S = sdpvar(2,2,’symmetric’);

P2 = sdpvar(2,2,’symmetric’);

Q2 = sdpvar(2,2,’symmetric’);

S2 = sdpvar(2,2,’symmetric’);

L = sdpvar(11,7,’full’);

F = set(P >EPSS) + set(Q > 0) + set(S > 0) ...

+ set(([P Z2 Z2 Z2 Z2 Z1; Z2 (-P+Q) Z2 Z2 Z2 Z1;...

Z2 Z2 -Q Z2 Z2 Z1; Z2 Z2 Z2 tau*S Z2 Z1; ...

Z2 Z2 Z2 Z2 -tau*S Z1; zeros(1,11)]+L*W1+W1’*L’)<0)...

+ set(([P2 Z2 Z2 Z2 Z2 Z1; Z2 (-P2+Q2) Z2 Z2 Z2 Z1;...

Z2 Z2 -Q2 Z2 Z2 Z1; Z2 Z2 Z2 tau*S2 Z2 Z1;...

Z2 Z2 Z2 Z2 -tau*S2 Z1; zeros(1,11)]+L*W2+W2’*L’)<0)...

DIAGNOSTIC = solvesdp(F,[],ops);

SOLUCAO(1,aux)=DIAGNOSTIC.problem;

SOLUCAO(2,aux)=tau;

if min(checkset(F))<0

SOLUCAO(3,aux)=1

else

SOLUCAO(3,aux)=0

end

end

A.4 Exemplo 7

yalmip(’clear’);

clear all;

I2=eye(2,2);
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Z2=zeros(2,2);

Z24=zeros(2,4);

Z26=zeros(2,6);

Z46=zeros(4,6);

Z42=zeros(4,2);

Z4=zeros(4,4);

Z6=zeros(6);

Z2=zeros(2);

Z1=zeros(2,1);

Nx=[zeros(2,4) eye(2)];

Ne=[eye(4) zeros(4,2)];

ops = sdpsettings

ops = sdpsettings(’solver’,’sedumi’);

LIM_INF=360;

LIM_SUP=380;

for aux = LIM_INF:LIM_SUP

ALFA=1.2;

BETA=(aux-1)/100;

A0=[-0.5 -0.4; 0.2 -0.6];

Ad0=[0.3 0.1; -0.1 0.1];

A1=[0.045 0.03;0.015 0.01];

Ad1=[0 0;0 0];

A2=[0 0;0 0];

Ad2=[0.06 0.03;0.02 0.01];

At1 = A0 + ALFA*A1;

Adt1 = Ad0 + BETA*Ad2;

At2 = A0 - ALFA*A1;

Adt2 = Ad0 - BETA*Ad2;

F11=[+ALFA 0;0 +ALFA;+BETA 0;0 +BETA];

F12=[+ALFA 0;0 +ALFA;-BETA 0;0 -BETA];

F13=[-ALFA 0;0 -ALFA;+BETA 0;0 +BETA];

F14=[-ALFA 0;0 -ALFA;-BETA 0;0 -BETA];

W1=[Nx -At1*Nx -Adt2*Nx; Z46 Ne-F11*Nx Z46;...

Ne-F11*Nx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F11*Nx];

W2=[Nx -At1*Nx -Adt2*Nx; Z46 Ne-F12*Nx Z46;...

Ne-F12*Nx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F12*Nx];

W3=[Nx -At2*Nx -Adt1*Nx; Z46 Ne-F13*Nx Z46;...

Ne-F13*Nx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F13*Nx];

W4=[Nx -At2*Nx -Adt2*Nx; Z46 Ne-F14*Nx Z46;...

Ne-F14*Nx Z46 Z46; Z46 Z46 Ne-F14*Nx];

Psi1=[Ne-F11*Nx];

Psi2=[Ne-F12*Nx];

Psi3=[Ne-F13*Nx];

Psi4=[Ne-F14*Nx];

P = sdpvar(6,6,’symmetric’);
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Q = sdpvar(6,6,’symmetric’);

P1 = sdpvar(6,6,’symmetric’);

Q1 = sdpvar(6,6,’symmetric’);

Lp = sdpvar(6,4,’full’);

Lq = sdpvar(6,4,’full’);

L = sdpvar(18,14,’full’);

F = set(([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -Q]+L*W1+W1’*L’)<0)...

+ set(([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -Q]+L*W2+W2’*L’)<0)...

+ set(([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -Q]+L*W3+W3’*L’)<0)...

+ set(([P Z6 Z6; Z6 (-P+Q) Z6; Z6 Z6 -Q]+L*W4+W4’*L’)<0)...

+ set([P] + Lp*Psi1 + Psi1’*Lp’> 0)...

+ set([P] + Lp*Psi2 + Psi2’*Lp’> 0)...

+ set([P] + Lq*Psi3 + Psi3’*Lq’> 0)...

+ set([P] + Lq*Psi4 + Psi4’*Lq’> 0)...

+ set([Q] + Lp*Psi1 + Psi1’*Lp’> 0)...

+ set([Q] + Lp*Psi2 + Psi2’*Lp’> 0)...

+ set([Q] + Lq*Psi3 + Psi3’*Lq’> 0)...

+ set([Q] + Lq*Psi4 + Psi4’*Lq’> 0);

DIAGNOSTIC = solvesdp(F,[],ops);

SOLUCAO(1,aux-LIM_INF+1)=DIAGNOSTIC.problem;

SOLUCAO(2,aux-LIM_INF+1)=ALFA;

SOLUCAO(3,aux-LIM_INF+1)=BETA;

if min(checkset(F))<0

SOLUCAO(4,aux-LIM_INF+1)=1

else

SOLUCAO(4,aux-LIM_INF+1)=0

end

end
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ABSTRACT

This paper addresses the robust stability analysis problem of

uncertain discrete-time linear systems subject to state delay,

where the system state-space representation is allowed to be

a rational function of the uncertain parameters. The stabil-

ity conditions are obtained from Lyapunov-Krasovskii func-

tionals with polynomial parameter dependence by means of

nonlinear decompositions of rational vector functions. The

proposed results are divided into delay dependent and delay

independent, and they are expressed in terms of linear matrix

inequalities (LMIs) constraints.

KEYWORDS: State delay, Uncertain Discrete-time Systems,

Robustness, LMIs.

RESUMO

Este artigo aborda o problema de análise de estabilidade ro-

busta de sistemas lineares discretos sujeitos a atraso de trans-

porte e incertezas paramétricas que podem aparecer de forma

racional na representação por espaço de estados do sistema.

As condições de estabilidade são baseadas em funcionais de

Lyapunov-Krasovskii e são obtidas através da aplicação de

decomposições não lineares de funções vetoriais racionais.

As condições de estabilidade propostas podem ser depen-

dentes e independentes do atraso e são expressas através de

desigualdades matriciais lineares (ou LMIs).

KEYWORDS: Atraso de Transporte, Sistemas Lineares In-

certos em Tempo Discreto, Robustez, LMIs.

1 INTRODUÇÃO

Modelos de sistemas dinâmicos sujeitos a incertezas e atra-

sos de transporte são amplamente encontrados em diversas

áreas de conhecimento, como por exemplo, matemática, en-

genharia, física, economia e biologia [1]. Recentemente,

a análise de estabilidade destes sistemas tem despertado

grande interesse na área de pesquisa de sistemas de con-

trole [2].

Ao realizar o projeto de controle, geralmente é desejável a

garantia de estabilidade e desempenho dentro dos parâme-

tros físicos incertos do sistema [3]. Sabe-se que, além das in-

certezas, atrasos de transporte prejudicam o desempenho do

sistema, podendo levar a instabilidade do sistema em malha

fechada [4]. Conseqüentemente, a não inserção do atraso de

transporte na fase de projeto do controlador, pode prejudicar

a estabilidade e o desempenho do sistema em malha fechada.

No caso de sistemas em tempo discreto, o problema de esta-

bilidade em sistemas com atraso pode ser facilmente con-

tornado através da inserção de pólos na origem na (matriz)

função de transferência do sistema. Entretanto, em muitas

situações, esta solução não é adequada ou até mesmo não

pode ser aplicada. Por exemplo, sistemas na qual o atraso de

transporte é várias vezes superior a taxa de amostragem, a

inserção de pólos na origem resulta em um sistema de ordem

elevada, o que dificulta a utilização de técnicas de otimização

convexa na solução de problemas de controle. Além disso,

quando o atraso não é perfeitamente conhecido ou quando

a incerteza é variante no tempo, existe uma dificuldade em

representar um sistema equivalente sem o atraso [5].
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Quando o atraso de transporte não pode ser considerado

através da elevação da inserção de integradores discretos,

em geral, utilizam-se condições suficientes para provar a

estabilidade de sistemas sujeitos a atrasos de transporte de

maneira similar ao caso contínuo [1]. Basicamente, exis-

tem dois tipos de condições suficientes para analisar a esta-

bilidade: condições que são dependentes e independentes

do atraso de transporte [4]. A condição independente do

atraso verifica estabilidade do sistema para qualquer valor do

atraso de transporte, enquanto que a condição dependente do

atraso é menos conservadora, pois o sistema é estável desde

que o atraso de transporte não ultrapasse um determinado

valor. Tais condições são baseadas em diferentes modelos

e transformações, e o sistema é geralmente descrito em ter-

mos de equações a diferenças funcionais levando aos con-

ceitos de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii e Lyapunov-

Razumikhin [1]. Nota-se, através de uma análise na recente

bibliografia de sistemas com atraso, que a descrição do pro-

blema em termos de desigualdades matriciais lineares (ou

LMIs, do inglês Linear Matrix Inequalities [6]) tem sido

uma das abordagens mais empregadas para a obtenção de

condições de análise e síntese de controle para sistemas com

atraso. Por exemplo, os resultados apresentados em [7, 8, 2]

utilizam uma representação da dinâmica do sistema através

de modelos de sistemas descritores (incluindo a classe de sis-

temas neutrais), e em [9] são propostas condições de esta-

bilidade independentes do atraso para sistemas descritos por

lógica difusa.

Salienta-se que vários esforços têm sido realizados com o ob-

jetivo de reduzir o conservadorismo das condições de esta-

bilidade. Em especial, estes esforços têm sido direciona-

dos na busca de técnicas dependentes de parâmetros para

determinar a estabilidade de sistemas com incertezas de

forma politópica [10]. Entretanto, grande parte destes re-

sultados foram desenvolvidos para sistemas em tempo con-

tínuo, como por exemplo, as referências [10, 11]. Porém, é

conveniente desenvolver condições de estabilidade para sis-

temas em tempo discreto, visando implementações digitais

em tempo real. Apesar do apelo prático, poucos métodos

foram desenvolvidos para sistemas discretos, como visto em

[4, 12, 8, 13].

Dentro deste cenário, o presente artigo propõe condições al-

ternativas para estudar a estabilidade robusta de sistemas li-

neares incertos em tempo discreto sujeitos a atrasos de trans-

porte. As condições propostas são expressas em termos de

restrições LMIs obtidas a partir de funcionais de Lyapunov-

Krasovskii com dependência polinomial no vetor de parâme-

tros incertos do sistema. Nas próximas seções, os resultados

são apresentados através da seguinte estrutura. A Seção 2

formula o problema a ser abordado no artigo. Na Seção 3,

apresenta-se uma formulação LMI para tratar o problema de

análise de estabilidade de sistemas discretos sujeitos a atraso

no estado, considerando funcionais de Lyapunov-Krasovskii

quadráticos, enquanto, na Seção 4, consideram-se funcionais

de Lyapunov-Krasovskii com dependência polinomial no ve-

tor de parâmetros incertos do sistema. A Seção 5 ilustra

a aplicação da metodologia proposta através de exemplos

numéricos e por fim na Seção 6 são apresentadas as con-

clusões e perspectivas futuras deste trabalho.

A seguinte notação será utilizada neste artigo. In representa

uma matriz identidade de dimensão n × n, 0n e 0n×m re-

presentam matrizes de zeros com dimensão n × n e n × m,

respectivamente. Para uma matriz real P , P ′ representa a

sua transposta, He{P} := P + P ′, e P > 0 (P ≥ 0) sig-

nifica que P é uma matriz simétrica positiva definida (pos-

itiva semi-definida). Para um conjunto politópico Λ, a no-

tação V(Λ) representa o conjunto de todos os vértices de Λ.

Para uma seqüencia φk : [−τ, 0] → R
n, a norma de φk é

definida como ‖φk‖τ := sup−τ≤k≤0 ‖φ(k)‖ e xk representa

a seqüencia de valores de x(k) para k ∈ [k − τ, k]. As di-

mensões de vetores e matrizes são omitidas sempre que elas

podem ser determinadas pelo contexto.

2 FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

Considere a seguinte classe de sistemas:

x(k+1) = A(λ(k))x(k) + Ad(λ(k))x(k−τ),

x(k) = φk , λ(k) = φ̃k , ∀ k ∈ [ −τ̂ , 0 ],
(1)

onde x(k), x(k−τ) ∈ R
n são os vetores de estados sem e com

atraso, respectivamente, λ(k) ∈ R
nλ é o vetor de parâmetros

incertos, τ ≤ R é um número inteiro positivo representando

o atraso de transporte com τ ∈ [0, τ̂ ], e φk e φ̃k são as se-

qüencias de valores iniciais de x(k) e λ(k) entre −τ e 0.

Supõe-se que o vetor de parâmetros incertos e sua variação

δλ(k) := λ(k+1) − λ(k) ,

são limitados a uma região politópica Λ com vértices con-

hecidos, i.e. (λ(k), δλ(k)) ∈ Λ, onde a notação λ(k) ∈ Λ
significa que (λ(k), 0) ∈ Λ. As matrizes A(·) e Ad(·) são

funções racionais em λ(k) com dimensões apropriadas e bem

definidas para todo λ(k) ∈ Λ.

O problema a ser abordado neste artigo é o de determinar

condições que asseguram a estabilidade robusta do sistema

(1) para todo (λ(k), δλ(k)) ∈ Λ, considerando condições de-

pendentes e independentes do atraso τ .

Com este objetivo, considere que a classe de sistemas acima

definida possa ser representada pelas seguintes equações de

diferenças e algébricas (doravante denominada de represen-

tação DAR [14]):

x(k+1) = A1(λ)x(k)+A2(λ)x(k−τ)+A3(λ)π(k)
0 = Ω1(λ)x(k)+Ω2(λ)x(k−τ)+Ω3(λ)π(k)

(2)
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onde π ∈ R
m é um vetor auxiliar; e A1 ∈ R

n×n, A2 ∈
R

n×n, A3 ∈ R
n×m, Ω1 ∈ R

q×n, Ω2 ∈ R
q×n e Ω3 ∈ R

q×m

são matrizes afins em λ(k). Para que a representação acima

seja bem definida, assume-se em relação a representação (2)

que:

A1 A matriz Ω3(λ) tem posto completo por colunas para

todo λ(k) ∈ Λ.

A representação acima pode modelar toda a classe de funções

vetoriais racionais na incerteza, sendo equivalente à re-

presentação NFT (nonlinear fractional transformation) pro-

posta em [15], contrastando com a representação politópica

com dependência linear nos parâmetros [16, 12]. Clara-

mente, a representação politópica é um caso particular de

(2) com π = 0. Analogamente, a representação DAR em

(2) torna-se equivalente às representações LFT (linear frac-

tional transformation [17]) e DAR em [18] quando as ma-

trizes A1, A2 e A3 são constantes e π é unicamente função

da incerteza.

A seguir, para ilustrar a representação DAR, apresenta-se o

seguinte exemplo.

Exemplo 1 Considere o seguinte sistema escalar:

x(k+1) =
0.5 + λ2

1 + λ3
x(k) +

0.1

1 + λ2
x(k−τ) (3)

Definindo o vetor auxiliar π(k) como

π(k)=
[

x(k)
1+λ3

λx(k)
1+λ3

λ2x(k)
1+λ3

x(k−τ)
1+λ2

λx(k−τ)
1+λ2

]′

,

obtém-se a representação em (2) com

A1 = 0 , A3 =
[

0.5 0 1 0.1 0
]

, A2 = 0 ,

Ω1 =









1
0
0
0
0









, Ω3(λ)=









−1 0 −λ 0 0
λ −1 0 0 0
0 λ −1 0 0
0 0 0 −1 −λ

0 0 0 λ −1









,

e Ω2 =[ 0 0 0 1 0 ]′.

A análise de estabilidade do sistema (1) será desenvolvida

com base nos funcionais de Lyapunov-Krasoviskii (FLK)

[1]. Na análise de estabilidade de sistemas incertos sem a

presença de atraso de transporte, o método de Lyapunov é

largamente utilizado. Neste método, busca-se uma função

V (k, x(k)), denominada de função de Lyapunov, que quan-

tifica o desvio entre os estados e a solução trivial 0. Para

sistemas com a presença de atraso de transporte, a análise

de estabilidade é determinada seguindo o mesmo princípio,

porém o conceito de estado inicial é substituído por uma se-

qüencia inicial x(θ) no intervalo θ ∈ [−τ, 0] representada,

neste artigo, por φk. Logo, para sistemas com atraso, busca-

se um funcional V (k, xk) dependente de φk, medindo as-

sim o desvio entre a seqüencia xk e a solução trivial 0. Este

método é conhecido como Lyapunov-Krasovskii, e V (k, xk)
é um funcional ao invés de uma função. O seguinte Lema

caracteriza a estabilidade de sistemas com atraso segundo

esta abordagem [1].

Lema 1 Considere o sistema (1). Se existir um funcional

V (k, xk) contínuo e escalares positivos ǫ1, ǫ2 e ǫ3 satis-

fazendo as seguintes condições

ǫ1‖φ(0)‖2 ≤ V (k, φk) ≤ ǫ2‖φk‖
2
τ , (4)

∆V (k, φk) ≤ −ǫ3‖φ(0)‖2 , (5)

para todo (λ, δλ) ∈ Λ, onde

∆V (k, xk) := V (k+1, x(k+1)) − V (k, x(k)) ,

então o sistema (1) é assintoticamente estável para todo λ

pertencente a Λ.

3 ESTABILIDADE QUADRÁTICA

Nesta seção, trata-se do problema de análise de estabilidade

considerando funcionais de Lyapunov-Krasovskii cujos ter-

mos são formas quadráticas em x(k) e x(k−τ) e indepen-

dentes da incerteza λ(k). Em primeiro lugar, aborda-se o caso

da estabilidade independente do atraso e em seguida o caso

dependente do atraso.

3.1 Estabilidade Independente do Atraso

Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii seja

definido da seguinte forma:

V (xk) = V1(x) + V2(xk) , (6)

onde

V1(x) = x(k)′Px(k) , (7)

V2(xk) =
k−1∑

r=k−τ

x(r)′Qx(r) , (8)

com P e Q sendo matrizes simétricas a serem determinadas.

A variação de V (xk) é determinada através das seguintes re-

lações

∆V1(k) = x(k+1)
′
Px(k+1) − x(k)

′
Px(k) , (9)

∆V2(k) =
k∑

r=k−τ+1

x(r)′Qx(r)

−
k−1∑

r=k−τ

x(r)′Qx(r) . (10)
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Desenvolvendo ∆V2(k), tem-se:

∆V2(k) = x(k)′Qx(k) − x(k − τ)′Qx(k − τ) (11)

Então, a diferença do FLK fica na forma:

∆V (k) =

[

x(k+1)
′
Px(k+1) − x(k)

′
Px(k)

+ x(k)
′
Qx(k) − x(k−τ)

′
Qx(k−τ)

]

, (12)

ou ainda

∆V (k) = η1(k)′ Π1(P, Q) η1(k) , (13)

sendo que η1(k)=[x(k+1)
′

x(k)
′

x(k−τ)
′ ]′ e

Π1(P, Q)=





P 0 0
0 Q − P 0
0 0 −Q



 . (14)

Note que os elementos x(k+1), x(k), x(k−τ) do vetor auxi-

liar η1(k) são dependentes entre si, visto que eles estão rela-

cionados pela dinâmica do sistema. Desta forma, considere

a seguinte restrição sobre η1(k):

0 =
[

In −A(λ) −Ad(λ)
]
η1(k) . (15)

A restrição acima em termos da representação DAR pode ser

reescrita na seguinte forma

0 = Ψ1(λ) η1a
(k) (16)

onde η1a
(k)=[ η1(k)′ π(k)′ ]′ e

Ψ1(λ)=

[
In −A1(λ) −A2(λ) −A3(λ)
0 Ω1(λ) Ω2(λ) Ω3(λ)

]

. (17)

A partir da formulação acima, propõe-se o seguinte resul-

tado, cujas condições para a análise de estabilidade robusta

são independentes do atraso de transporte, onde o FLK é uma

forma quadrática em x e xk.

Teorema 1 Considere o sistema (1), com a sua represen-

tação DAR em (2) satisfazendo A1. Seja Λ um politopo com

vértices conhecidos, que define os valores admissíveis da in-

certeza λ(k). Suponha que existam matrizes P > 0, Q > 0 e

L satisfazendo a seguinte LMI para todo λ ∈ V(Λ).
[

Π1(P,Q) 0
0 0m

]

+ He{LΨ1(λ)} < 0 , (18)

onde as matrizes Π1(P, Q) e Ψ1(λ) são as definidas em (14)

e (17), respectivamente.

Então, o sistema (1) é assintoticamente estável para qualquer

τ e λ ∈ Λ.

Prova. Suponha que a LMI (18) é satisfeita para todo λ ∈
V(Λ), então por convexidade ela também é satisfeita para

todo λ ∈ Λ.

Como P e Q são definidas positivas, então o funcional

definido em (6) satisfaz

V (x, xk) > 0 . (19)

Além disso, note que V1 e V2 são formas quadráticas em x

e xk, respectivamente. Portanto, existem escalares positivos

ǫ1, ǫ2 tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (x, xk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (20)

Agora, considere a LMI em (18) e a represente de forma

compacta por Ξ < 0. Como ela é estrita, existe um escalar

ǫ3 tal que Ξ+ ǫ3N
′
1N1 ≤ 0, onde N1 é uma matriz constante

tal que N1 η1a
(k) = x(k), e.g.

N1 =
[

0n In 0n 0n×m

]
.

Pré e pós-multiplicando Ξ + ǫ3N
′
1N1 ≤ 0 por η1a

(k)′ e

η1a
(k), respectivamente, obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀λ ∈ Λ , (21)

visto que Ψ1(λ) η1a
(k) = 0, e o resto da prova segue a partir

do Lema 1. ¥

3.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Com o objetivo de obter condições de estabilidade depen-

dentes de atraso, considere o seguinte funcional

V (xk) = V1(x) + V2(xk) + V3(xk) , (22)

onde V1 e V2 são como em (7) e (8), respectivamente, e

V3(xk) =
0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k−1+ρ

y(r)′ S y(r) , (23)

com S sendo uma matriz constante e simétrica a ser determi-

nada e
y(r) = x(r + 1) − x(r) , ∀ r . (24)

De maneira similar a seção anterior, a variação de V3(xk),
i.e. ∆V3(xk), é dada por:

∆V3(xk) =
0∑

ρ=−τ+1

k∑

r=k+ρ

y(r)′Sy(r)

−
0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k+ρ−1

y(r)′Sy(r) (25)

= y(k)′ τS y(k)−
k−1∑

r=k−τ

y(r)′ S y(r) .
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Portanto, a variação do funcional V (x, xk) em (22) pode ser

escrita da seguinte maneira:

∆V (x, xk) =

[

x(k+1)
′
Px(k+1)−x(k)

′
Px(k)

+ x(k)
′
Qx(k) − x(k−τ)

′
Qx(k−τ) (26)

+ y(k)′τSy(k) −
k−1∑

r=k−τ

y(r)′Sy(r)

]

.

Por conveniência, todos os termos na expressão acima são

colocados dentro do somatório em r, ou seja,

∆V (x, xk) =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

[

x(k+1)
′
Px(k+1) − x(k)

′
Px(k)

+ x(k)
′
Qx(k) − x(k−τ)

′
Qx(k−τ) (27)

+ y(k)′τSy(k) − y(r)′τSy(r)

]

.

De forma compacta, a equação (27) pode ser representada na

seguinte maneira:

∆V (x, xk)=
1

τ

k−1∑

r=k−τ

η2(k, r)′ Π2(P, Q, S, τ) η2(k, r) , (28)

onde η2(k, r) = [ x(k+1)
′

x(k)
′

x(k−τ)
′

y(k)′ y(r)′ ]′

e

Π2(P, Q, S, τ)=









P 0 0 0 0
0 Q − P 0 0 0
0 0 −Q 0 0
0 0 0 τS 0
0 0 0 0 −τS









. (29)

Observa-se que os elementos de η2(k, r) são dependentes en-

tre si e satisfazem a seguintes restrição:

0=
1

τ

k−1∑

r=k−τ





In −A −Ad 0 0
In −In 0 −In 0
0 In −In 0 −τIn



 η2(k, r) ,

levando em conta a dinâmica do sistema em (1), a definição

de y(·) em (24) e

k−1∑

r=k−τ

y(r)=
k−1∑

r=k−τ

(x(r+1) − x(r))=x(k) − x(k−τ) .

Considerando a representação DAR do sistema (1), as res-

trições acima tomam a seguinte forma

0 =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

Ψ2(λ, τ) η2a
(k, r) , (30)

onde η2a
(k, r) = [ η2(k, r)′ π(k)′ ]′ e

Ψ2(λ, τ)=







In −A1 −A2 0 0 −A3

0 Ω1 Ω2 0 0 Ω3

In −In 0 −In 0 0
0 In −In 0 −τIn 0







. (31)

Com base nos resultados e considerações acima, o seguinte

resultado para a análise de estabilidade robusta dependente

do atraso é proposto.

Teorema 2 Considere o sistema (1), com a sua represen-

tação DAR em (2) satisfazendo A1. Seja Λ um politopo com

vértices conhecidos, que define os valores admissíveis da in-

certeza λ(k). Seja τ̂ o atraso de transporte máximo. Suponha

que existam matrizes P > 0, Q > 0, S > 0, e L satisfazendo

a seguinte LMI para todo λ ∈ V(Λ).

[
Π2(P, Q, S, τ̂) 0

0 0m

]

+ He{LΨ2(λ, τ̂)} < 0 , (32)

onde as matrizes Π2(P, Q, S, τ̂) e Ψ2(λ, τ̂) são as mesmas

definidas em (29) e (31), respectivamente.

Então, o sistema (1) é assintoticamente estável para todo τ ∈
[0, τ̂ ] e todo λ ∈ Λ.

Prova. Suponha que a LMI (32) é satisfeita para todo λ ∈
V(Λ), então por convexidade ela também é satisfeita para

todo λ ∈ Λ.

Como P,Q e S são definidas positivas, então o funcional

definido em (22) satisfaz

V (x, xk) > 0 . (33)

Como V1 e V2, V3 são formas quadráticas em x e xk, respec-

tivamente, existem escalares positivos ǫ1, ǫ2 tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (x, xk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (34)

Agora, considere a LMI em (32) e a represente de forma

compacta por Ξ < 0. Como ela é estrita, existe um escalar

ǫ3 tal que Ξ+ ǫ3N
′
2N2 ≤ 0, onde N2 é uma matriz constante

tal que N2 η2a
(k) = x(k), e.g.

N2 =
[

0n In 0n 0n 0n 0n×m

]
.

Pré e pós-multiplicando Ξ + ǫ3N
′
2N2 ≤ 0 por η2a

(k)′ e

η2a
(k), respectivamente, obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀λ ∈ Λ , (35)

visto que Ψ2(λ, τ) η2a
(k) = 0, e o resto da prova segue a

partir do Lema 1. ¥
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4 ESTABILIDADE DEPENDENTE DE
PARÂMETROS

Nesta seção, os resultados apresentados na seção anterior são

estendidos para funcionais de Lyapunov-Krasovskii depen-

dentes do vetor de parâmetros λ(k). Os termos desses fun-

cionais são formas quadráticas em x(k) e x(k−τ) e polino-

miais em λ(k). Em primeiro lugar, aborda-se o caso da esta-

bilidade independente do atraso e em seguida o caso depen-

dente do atraso.

4.1 Estabilidade Independente do Atraso

Considere que o funcional de Lyapunov-Krasovskii seja

definido da seguinte forma:

V (xk, λk) = V1(x(k), λ(k)) + V2(xk, λk) , (36)

onde

V1(x(k), λ(k)) = x(k)
′
P(λ(k))x(k) e (37)

V2(xk, λk) =
k−1∑

r=k−τ

x(r)
′
Q(λ(r))x(r) , (38)

P(λ) e Q(λ) são matrizes simétricas cujos elementos são

funções polinomiais em λ.

Visando uma formulação convexa para o problema de análise

de estabilidade robusta, as matrizes P(λ) e Q(λ) obedecem

a seguinte estrutura:

P(λ) =

[
Θ(λ)
In

]′

P

[
Θ(λ)
In

]

, (39)

Q(λ) =

[
Θ(λ)
In

]′

Q

[
Θ(λ)
In

]

, (40)

onde P ∈ R
(n+p)×(n+p) e Q ∈ R

(n+p)×(n+p) são matrizes

simétricas e constantes a serem determinadas, e Θ(λ) ∈
R

p×n é uma matriz dada cujos elementos são funções poli-

nomiais em λ.

Definindo o vetor auxiliar ξ(x, λ) := Θ(λ)x , tem-se que

os elementos de ξ(x, λ) são funções polinomiais em λ. Por-

tanto, existe uma representação na forma DAR para ξ(x, λ)
na seguinte forma [19]:

ξ(x, λ) = F1(λ)x+F2(λ)g(x, λ)
0 = Φ1(λ)x+Φ2(λ)g(x, λ)

(41)

onde g(x, λ) ∈ R
mg é um vetor auxiliar contendo monômios

de grau maior do que 2 em x e λ; e F1 ∈ R
p×n; e F2 ∈

R
p×mg , Φ1 ∈ R

qg×n e Φ2 ∈ R
qg×mg são matrizes afins no

vetor λ.

Para que a representação acima seja bem definida, assume-se

de maneira similar a representação em (2) que:

A2 A matriz Φ2(λ) tem posto completo por colunas para

todo λ(k) ∈ Λ.

Note que a representação (41) pode ser aplicada para qual-

quer x e λ computados nos instantes k, k+1 e k−τ , isto

é, para ξ(k) = Θ(k)x(k), ξ(k + 1) = Θ(k + 1)x(k+1) e

ξ(k−τ) = Θ(k−τ)x(k−τ).

Por conveniência, definem-se os seguintes vetores auxiliares:

v =

[
ξ(k)
x(k)

]

, v+ =

[
ξ(k+1)
x(k+1)

]

, vτ =

[
ξ(k−τ)
x(k−τ)

]

. (42)

Utilizando a notação acima, a diferença do funcional de

Lyapunov-Krasovskii como definido em (36) pode ser escrito

da seguinte forma:

∆V (k) = v′
+Pv+ − v′Pv + v′Qv − v′

τQvτ ,

ou na seguinte forma compacta, levando em consideração as

representações em (2) e (41),

∆V (k) = η3(k)′Π3(P,Q)η3(k) , (43)

onde η3(k) = [ v′
+ v′ v′

τ π(k)′ g′+ g′ g′τ ]′ e

Π3(P, Q) =







P 0 0 0
0 Q−P 0 0
0 0 −Q 0
0 0 0 0d1







.

onde g=g(k), g+ =g(k+1), gτ =g(k−τ) e d1 =m+3mg .

Observa-se que os elementos do vetor auxiliar η3(k) são de-

pendentes entre si e, com base nas representações DARs em

(2) e (41), satisfazem as seguintes restrições:

x(k+1) − A1(λ)x(k) − A2(λ)x(k−τ) − A3(λ)π(k) = 0

Ω1(λ)x(k) + Ω2(λ)x(k−τ) + Ω3(λ)π(k) = 0

ξ(k) − F1(λ(k))x(k) − F2(λ(k))g = 0

ξ(k+1) − F1(λ+δλ)x(k+1) − F2(λ+δλ)g+ = 0

ξ(k−τ) − F1(λ(k−τ))x(k−τ) − F2(λ(k−τ))gτ = 0

Φ1(λ(k))x(k) + Φ2(λ(k))g = 0

Φ1(λ(k)+δλ(k))x(k+1) + Φ2(λ(k)+δλ(k))g+ = 0

Φ1(k−τ)x(k−τ) + Φ2(k−τ)gτ = 0

as quais podem ser reescritas na seguinte forma compacta

Ψ3(λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) η3(k) = 0 (44)

onde Ψ3(λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) = [ψ1(i,j)], i = 1, . . . , 8 e j =
1, . . . , 7, cujos blocos ψ1(i,j) são dados por
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ψ1(1,1) = Nx , ψ1(1,2) = −A1(λ(k))Nx ,

ψ1(1,3) = −A2(λ(k))Nx , ψ1(1,4) = −A3(λ(k)) ,

ψ1(2,2) = Ω1(λ(k))Nx , ψ1(2,3) = Ω2(λ(k))Nx ,

ψ1(2,4) = Ω3(λ(k)) , ψ1(3,2) = Nξ−F1(λ(k))Nx ,

ψ1(3,6) = −F2(λ(k)) , ψ1(4,1) = Nξ−F1(λ+δλ)Nx ,

ψ1(4,5) = −F2(λ+δλ) , ψ1(5,3) = Nξ−F1(λ(k−τ))Nx,

ψ1(5,7) = −F2(λ(k−τ)) , ψ1(6,2) = Φ1(λ(k))Nx ,

ψ1(6,6) = Φ2(λ(k)) , ψ1(7,1) = Φ1(λ(k+1))Nx ,

ψ1(7,5) = Φ2(λ(k+1)) , ψ1(8,3) = Φ1(λ(k−τ))Nx ,

ψ1(8,7) = Φ2(λ(k−τ)) ,

sendo que as matrizes ψ1(i,j) não definidas acima são ma-

trizes de zeros com dimensões apropriadas, e Nξ e Nx são

matrizes constantes tais que Nξv(·) = ξ(·) e Nxv(·) = x(·),
como, por exemplo, as matrizes

Nξ =
[

Ip 0p×n

]
, Nx =

[
0n×p In

]
.

A formulação acima leva ao seguinte resultado para a análise

de estabilidade robusta, independente do atraso de transporte

e dependente de parâmetros.

Teorema 3 Considere o sistema (1), com a sua represen-

tação DAR em (2) satisfazendo A1. Seja Θ(λ) ∈ R
p×n

uma dada matriz cujos elementos são funções polinomi-

ais em λ, e considere a decomposição DAR em (41) satis-

fazendo A2. Seja Λ um politopo com vértices conhecidos,

que define os valores admissíveis da incerteza λ(k) e de sua

variação δλ(k). Suponha que existam matrizes P = P ′,

Q = Q′, L, M e W satisfazendo as seguintes LMIs para

todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ × Λ).

[
P 0
0 0mg

]

+ He{LΥ1(λ(k))} > 0 (45)

[
Q 0
0 0mg

]

+ He{MΥ1(λ(k))} > 0 (46)

Π3(P, Q) + He{WΨ3(λ(k), δλ(k), λ(k−τ))} < 0 (47)

onde

Υ1(λ) =

[
Nξ−F1(λ)Nx −F2(λ)

Φ1(λ)Nx Φ2(λ)

]

.

Então, o sistema (1) é assintoticamente estável para qualquer

(λ, δλ) ∈ Λ e independente do atraso τ .

Prova. Suponha que as LMIs (45)-(47) estão satisfeitas para

todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ×Λ), então por convexidade

elas também estão satisfeitas para todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈
Λ × Λ.

Considere as LMIs (45) e (46) e defina o vetor auxiliar σ1 =
[ v′ g′ ]′. Pré- e pós-multiplicando estas LMIs por σ′

1 e

σ1, respectivamente, obtém-se:

V1(x(k), λ(k)) = x(k)
′
P(λ(k))x(k) > 0 , (48)

V2(xk, λk) =
k−1∑

r=k−τ

x(r)′Q(λ(r))x(r) > 0 , (49)

pois Υ1(λ)σ1 = 0 para qualquer instante k.

Como os elementos das matrizes P(λ) e Q(λ) são limitados

por suposição (i.e., λ ∈ Λ) existem escalares positivos ǫ1, ǫ2
tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (x, xk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (50)

Agora, considere a LMI em (47) e a represente de forma

compacta por Ξ̃ < 0. Como ela é estrita, existe um es-

calar ǫ3 tal que Ξ̃ + ǫ3N
′
3N3 ≤ 0, onde N3 é uma matriz

constante tal que N3 η3(k) = x(k). Pré e pós-multiplicando

Ξ̃ + ǫ3N
′
3N3 ≤ 0 por η3(k)′ e η3(k), respectivamente,

obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀λ ∈ Λ , (51)

visto que Ψ3(·) η3(k) = 0, e o resto da prova segue a partir

do Lema 1. ¥

4.2 Estabilidade Dependente do Atraso

Afim de obter condições de estabilidade dependente do

atraso e do vetor de parâmetros λ, considere o seguinte FLK

V (xk, λk)=V1(x(k), λ(k))+V2(xk, λk)+V3(xk, λk), (52)

onde V1 e V2 são os mesmos definidos em (37) e (38), re-

spectivamente, e

V3(xk, λk) =
0∑

ρ=−τ+1

k−1∑

r=k−1+ρ

[
ξy(r)
y(r)

]′

S

[
ξy(r)
y(r)

]

, (53)

onde S ∈ R
(n+p)×(n+p) é uma matriz simétrica e constante

a ser determinada, e

ξy(r) = Θ(r+1)x(r+1)−Θ(r)x(r) . (54)

De maneira similar a seção anterior, definem-se os seguintes

vetores auxiliares:

w=

[
ξy(k)
y(k)

]

e wr =

[
ξy(r)
y(r)

]

, (55)

levando a seguinte expressão para ∆V3(xk, λk):

∆V3(xk, λk) = w′ τS w−
k−1∑

r=k−τ

w′
r S wr. (56)
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Utilizando a notação acima, a diferença do funcional definido

em (52) pode ser escrita da seguinte forma:

∆V (xk, λk) = v′+Pv+ − v′Pv + v′Qv − v′
τQvτ

+w′ τS w−
k−1∑

r=k−τ

w′
r S wr ,

Por conveniência, todos os termos na expressão acima são

colocados dentro do somatório em r, ou seja,

∆V (xk, λk) =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

[

v′
+Pv+−v′Pv+v′Qv (57)

− v′
τQvτ +τ (w′ S w−w′

r S wr)

]

.

Levando em consideração (2) e (41), ∆V (xk, λk) pode ser

representada na seguinte forma compacta

∆V (xk, λk)=
1

τ

k−1∑

r=k−τ

η4(k, r)′Π4(P, Q, S, τ)η4(k, r), (58)

onde η4(k, r) = [ v′+ v′ v′τ w wr π(k)′ g′+
g′ g′τ ]′, e

Π4(P,Q,S,τ)=











P 0 0 0 0 0
0 Q−P 0 0 0 0
0 0 −Q 0 0 0
0 0 0 τS 0 0
0 0 0 0 −τS 0
0 0 0 0 0 0d1











(59)

Note que os elementos do vetor auxiliar η4(k, r) são depen-

dentes entre si e considerando a representação DAR (2) do

sistema (1) é possível associar as restrições

0 =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

Γ(λ) η4(k, r) , (60)

onde

Γ(λ)=

[
Nx −A1Nx −A2Nx 0n×d2

−A3 0n×d3

0 Ω1Nx Ω2Nx 0n×d2
Ω3 0n×d3

]

sendo d2 = 2(n + p) e d3 = 3mg .

Com base nas representação DAR definida em (41), obtém-

se as seguintes igualdades:

1

τ

k−1∑

r=k−τ

ξ(·) − F1(·)x(·) − F2(·)g(·) = 0

1

τ

k−1∑

r=k−τ

Φ1(·)x(·) + Φ2(·)g(·) = 0

De maneira similar, levando em conta a definição de y(·) em

(24) e definindo os seguintes vetores auxiliares:

vr =

[
ξ(r)
x(r)

]

e vr+ =

[
ξ(r+1)
x(r+1)

]

,

então w = v+ − v e

k−1∑

r=k−τ

wr =
k−1∑

r=k−τ

(vr+ − vr)=v − vτ .

Considerando a representação DAR do sistema em (2) e de

ξ(·) em (41), as restrições acima podem ser reescritas na

seguinte forma compacta

0 =
1

τ

k−1∑

r=k−τ

Ψ4(λ(k), δλ(k), λ(k−τ), τ) η4(k, r) (61)

onde Ψ4(λ(k), δλ(k), λ(k−τ), τ) = [ψ2(i,j)], i = 1, . . . , 10 e

j = 1, . . . , 9, cujos blocos ψ2(i,j) são dados por

ψ2(1,1) = Nx , ψ2(1,2) = −A1(λ(k))Nx ,

ψ2(1,3) = −A2(λ(k))Nx , ψ2(1,6) = −A3(λ(k)) ,

ψ2(2,2) = Ω1(λ(k))Nx , ψ2(2,3) = Ω2(λ(k))Nx ,

ψ2(2,6) = Ω3(λ(k)) , ψ2(3,2) = Nξ−F1(λ(k))Nx ,

ψ2(3,8) = −F2(λ(k)) , ψ2(4,1) = Nξ−F1(λ+δλ)Nx ,

ψ2(4,7) = −F2(λ+δλ) , ψ2(5,3) = Nξ−F1(λ(k−τ))Nx ,

ψ2(5,9) = −F2(λ(k−τ)) , ψ2(6,2) = Φ1(λ(k))Nx ,

ψ2(6,8) = Φ2(λ(k)) , ψ2(7,1) = Φ1(λ(k+1))Nx ,

ψ2(7,7) = Φ2(λ(k+1)) , ψ2(8,3) = Φ1(λ(k−τ))Nx ,

ψ2(8,9) = Φ2(λ(k−τ)) , ψ2(9,1) = In+p ,

ψ2(9,2) = −In+p ψ2(9,4) = −In+p

ψ2(10,2) = In+p , ψ2(10,3) = −In+p ,

ψ2(10,5) = −τIn+p ,

e, similarmente a seção anterior, as matrizes ψ2(i,j) não

definidas acima são matrizes de zeros com dimensões apro-

priadas.

Com base na formulação acima o seguinte resultado para

para a análise de estabilidade robusta, dependente do atraso

de transporte e dependente de parâmetros é proposto.

Teorema 4 Considere o sistema (1), com a sua decom-

posição DAR em (2) satisfazendo A1. Seja Θ(λ) ∈ R
p×n

uma dada matriz cujos elementos são funções polinomiais

em λ e considere a representação DAR em (41) satisfazendo

A2. Seja τ̂ o atraso de transporte máximo e Λ um politopo

com vértices conhecidos, que define os valores admissíveis
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da incerteza λ(k) e de sua variação δλ(k). Suponha que exis-

tam matrizes P = P ′, Q = Q′, S = S′, L, M , T e W satis-

fazendo as seguintes LMIs para todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈
V(Λ × Λ).

[
P 0
0 0mg

]

+ He{LΥ1(λ(k))} > 0 (62)

[
Q 0
0 0mg

]

+ He{MΥ1(λ(k))} > 0 (63)

[
S 0
0 0d4

]

+ He{TΥ2(λ(k), δλ(k))} > 0 (64)

Π4(P, Q, S, τ̂)+
He{WΨ4(λ(k), δλ(k), λ(k−τ), τ̂)} < 0

(65)

onde d4 = 2(n + p + mg) e

Υ2(λ, δλ)=





In+p [ In+p 0 ] [ −In+p 0 ]
0 Υ1(λ) 0
0 0 Υ1(λ+δλ)



 .

Então, o sistema (1) é assintoticamente estável para todo τ ∈
[0, τ̂ ] e todo (λ, δλ) ∈ Λ.

Prova. Suponha que as LMIs (62)-(65) estão satisfeitas para

todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈ V(Λ×Λ), então por convexidade

elas também estão satisfeitas para todo (λ(k), δλ(k), λ(k−τ)) ∈
Λ × Λ.

Utilizando a prova do Teorema 3, as LMIs (62) e (62) impli-

cam que

V1(x(k), λ(k)) = x(k)
′
P(λ(k))x(k) > 0 , (66)

V2(xk, λk) =
k−1∑

r=k−τ

x(r)′Q(λ(r))x(r) > 0 . (67)

Agora, considere a LMI (64) e defina o vetor auxiliar σ2 =
[ w′ v′ g′ v′+ g′+ ]′. Pré- e pós-multiplicando esta

LMI por σ′
2 e σ2, respectivamente, obtém-se:

V3(xk, λk) =
0∑

p=−τ+1

k−1∑

r=k−1+p

[
ξy(r)
y(r)

]′

S

[
ξy(r)
y(r)

]

> 0 ,

(68)

pois Υ2(λ, δλ)σ2 = 0 para qualquer instante k.

Como os elementos de V1, V2 e V3 são limitados por su-

posição (i.e., (λ, δλ) ∈ Λ) existem escalares positivos ǫ1, ǫ2
tais que:

ǫ1‖x(k)‖2 ≤ V (x, xk) ≤ ǫ2‖xk‖
2
τ . (69)

Agora, considere a LMI em (65) e a represente de forma

compacta por Ξ̃ < 0. Como ela é estrita, existe um escalar

ǫ3 tal que Ξ̃ + ǫ3N
′
4N4 ≤ 0, onde N4 é uma matriz cons-

tante tal que N4 η4(k, r) = x(k). Pré e pós-multiplicando

Ξ̃ + ǫ3N
′
4N4 ≤ 0 por η4(k, r)′ e η4(k, r), respectivamente,

obtém-se:

∆V (x, xk) ≤ −ǫ3‖x(k)‖2 , ∀ (λ, δλ) ∈ Λ , (70)

visto que Ψ4(·) η4(k, r) = 0, e o resto da prova segue a partir

do Lema 1. ¥

5 EXEMPLOS NUMÉRICOS

A seguir são apresentados dois exemplos numéricos com o

objetivo de ilustrar a abordagem proposta.

Exemplo 1: Considere o Exemplo 1 proposto em [13], onde

conclui-se que o sistema incerto é quadraticamente estável

para τ = 2. Uma representação politópica para este sistema,

de acordo com a representação apresentada em (1), pode ser

dada na seguinte forma:

A(λ(k)) = A ± α∆A e

Ad(λ(k)) = Ad ± α∆Ad ,

onde

A=

[
−0.5 −0.4

0.2 −0.6

]

, Ad =

[
0.3 0.1

−0.1 0.1

]

,

∆A=

[
0.045 0.03
0.015 0.01

]

, ∆Ad =

[
0.06 0.03
0.02 0.01

]

,

e α é um dado escalar tal que o sistema é quadraticamente

estável.

Para o sistema acima, aplica-se o resultado proposto no Teo-

rema 1 e verifica-se que o sistema é assintoticamente estável

independente do atraso τ para todo α ∈ [0, 5.1). Em con-

trapartida, o resultado apresentado em [13] prova que o sis-

tema é assintoticamente estável para τ = 2 e α = 1. Agora,

supondo que o sistema seja invariante no tempo e levando em

consideração que as matrizes P e Q no Teorema 1 aparecem

de forma isolada, pode-se fazer as matrizes P e Q depen-

dentes dos vértices do politopo sem perda de convexidade.

Neste caso, verifica-se que o sistema é assintoticamente es-

tável independentemente do atraso para todo α ∈ [0, 5.8).

Exemplo 2: Considere o exemplo proposto em [8]. A este

sistema inclui-se uma incerteza racional nos estados levando

a seguinte representação:

x(k+1)=

[

0.8 0

0 0.97 (0.8+λ)
(1−λ)

]

x(k)+

[
−0.1 0
−0.1 −0.1

]

x(k−τ)

onde λ ∈ [0, 0.1].
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Definindo-se π =
[

x2

1−λ

]
, a representação DAR em (2) é

definida com:

A1 =

[
0.8 0
0 0

]

, A2 =Ad , A3 =

[
0

0.97(0.8 + λ)

]

,

Ω1 =
[

0 1
]

, Ω2 =
[

0 0
]
, e Ω3 =

[
−1 + λ

]
.

Aplicando-se o Teorema 2 verifica-se que o o sistema é as-

sintoticamente estável para um atraso de transporte máximo

τ̂ = 16 para qualquer λ ∈ [0, 0.1]. Ressalta-se que pelo

método apresentado em [8] encontra-se o mesmo atraso má-

ximo τ̂ com λ = 0.1, porém neste método não são admitidas

incertezas racionais no modelo.

6 CONCLUSÕES

Este artigo aborda o problema de estabilidade de sistemas

lineares incertos em tempo discreto sujeitos a atraso no ve-

tor de estados, onde admite-se que o sistema possa depen-

der de forma racional do vetor de parâmetros incertos do sis-

tema. Utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii com

dependência polinomial nos parâmetros, obtém-se condições

de estabilidade dependente e independentes do atraso em ter-

mos de desigualdades matriciais lineares. Destaca-se que

a metodologia proposta não utiliza nenhuma transformação

para sistemas com atraso distribuído e nem limitantes su-

periores do produto cruzado de dois vetores a fim de obter

condições convexas. Os resultados numéricos demonstram a

aplicabilidade da metodologia proposta na análise de esta-

bilidade de sistemas discretos lineares incertos sujeitos a

atraso de transporte.
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