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RESUMO

A presente pesguisa tem por objetivo investigar a construcdo do conceito de fungdo e
as perspectivas atuais para a aprendizagem desse contetido. A investigacéo € feita por meio de
uma andlise da construcdo histérica do conceito, analisando a importancia das representactes
nesse processo, para, a seguir, serem investigadas concepcdes atuais em Educacéo
Matematica que abordam a aprendizagem de funcdes. Sdo estudados, nesse sentido, conceitos
relacionados a Didatica Francesa, em especial, a Teoria dos Registros de Representacéo
Semidtica, desenvolvida por Raymond Duval, e as idéias propostas por estudiosos oriundos
do grupo de pesguisa de Psicologia da Educacdo Matemética, relacionadas ao Sentido das
Representacdes, com atencdo destacada ao Sentido do Simbolo e ao Sentido do Gréfico. A
partir dessas andlises, sdo discutidas as concepgdes emergentes da investigacdo, confrontando
as teorias das diferentes vertentes estudadas e as informagdes histéricas levantadas, para,
entdo, propor idéias para 0 ensino e aprendizagem do conceito de funcdo, fundamentadas nas

suas diversas formas de representacdo e suas implicacoes.

Palavras-chave: Funcdo. Registros de Representacdo Semidtica. Sentido do Simbolo.
Sentido do Gréfico.



ABSTRACT

This research focused on the construction of the concept of function and the current
prospects for learning this content. Research is done through an analysis of the historical
construction of the concept, analyzing the importance of representations in this process, to
then investigate current conceptions in Mathematics Education about the learning of
functions. Are studied, with this proposal, concepts related to French Didactic, in particular,
the Theory of the Registers of Semiotic Representation, developed by Raymond Duval, and
the ideas proposed by scholars of the research group from the Psychology of Mathematics
Education, related to the Representation Sense, carefully highlighted the meaning of the
Symbol Sense and Graph Sense. From these analyses, emerging concepts of this research are
discussed, confronting the theories of the different strands studied and the historical
information raised, to propose ideas for the teaching and learning of the concept of function,

based on their various forms of representation and its implications.

Keywor ds: Function. Registers of Semiotic Representation. Symbol Sense. Graph Sense.
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1INTRODUCAO

Desde 0 Ensino Médio e mesmo durante a graduacdo em Licenciatura Plena em
Matemética, 0 ensino de funcBes foi uma questdo recorrente em meus pensamentos.
Imaginava que deveria haver uma maneira mais entusiasmante, instigante de imergir nos seus
conceitos, definicdes e representagdes. Deparava-me, porém, apenas com metodos repetidos e
repetitivos, preocupados com a competéncia formal, visando, somente, a transmitir o
contelido, sem contribuicdo significativa para a construgdo do pensamento funcional
(BRAGA, 2006). Uma pergunta me acompanhava: “ Sera que ndo ha outra aternativa para o
ensino de funcdes?’.

Ademais, penso que 0 processo de construcdo do conhecimento deve se basear na
discussdo, na criagdo de conjecturas por parte dos alunos, na argumentagcdo, na contra
argumentacdo para finalmente se chegar a formalizacdo de novos conceitos. Sobre o estilo
ainda soberano de aulas, conforme D’ Ambraésio (1997),

[...] carteiras cartesianamente dispostas, professores na frente, quadro-negro como
foco Unico de curiosidade e de atencdo intelectual. O material de ensino é composto
por livros e cadernos padronizados, listas de chamada organizadas por critérios
rigidos, testes, tarefa, elogios e criticas publicas, notas com prémios ou puni¢des, e
outras caracteristicas mais. Aluno feliz que faz o que gosta e quer, rende muito. Mas
o resultado é praticamente 0 mesmo, em todos os niveis de escolaridade e em todas

as disciplinas: 0 auno é massacrado no seu comportamento, agredido na sua
inteligéncia e tolhido na sua criatividade. (p. 72).

Surgiu, entdo, ao final da graduacdo, uma oportunidade de explorar essa questéo por
meio de uma pesquisa. Nessa oportunidade, foram analisados livros didaticos usados
atualmente em escolas de educacdo bésica, procurando descrever o enfoque gue cada autor da
ao conceito de funcdo e confrontando com a abordagem prevista nos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN). Foram pesquisados, também, através de bibliografia pertinente, quais os
conceitos fundamentais para a compreensdo do conceito de funcéo, o0 que € 0 pensamento
funcional e quais sdo as maiores dificuldades cognitivas dos alunos na compreensdo desse
tema. Assim, estudados os referenciais tedricos, foi elaborada proposta de ensino de fungdes
e graficos com énfase na construcdo dos conceitos fundamentai s pesquisados.

Mesmo apos incursdo na investigagcdo sobre o0 ensino de funcdes e a par da
importancia intrinseca desse conteldo, por ser um €elo entre as mais diversas areas da
Matemética, tive a convicgdo de que ainda havia mais a ser explorado. Acreditava que a
investigacdo de algumas vertentes de Ensino de Matemética, assm como da construgdo

histérica do conceito de fungdo, contribuiria para uma melhor compreensdo dos significados
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construidos com o estudo desse contelldo. Com essa compreensao, entendi que teria maiores e
melhores condic¢des de elaborar conceitos, de analisar aspectos e de empregar metodologias
adeguadas para proporcionar aos estudantes uma compreensdo mais efetiva do conceito de
funcéo.

Abrantes et al. (1999) consideram que “compreender o que € uma fungdo implica ter
experiéncia de lidar com diversas formas de representacdo (em tabelas, graficos, regras
verbais, expressdes algébricas ou outras) e entender as facetas que este conceito pode
apresentar.” (p. 108). Concordando com esses autores, entendo que uma aprendizagem efetiva
do conceito de funcéo envolve, decisivamente, 0 desenvolvimento da capacidade de transitar
natural mente pelas suas mais variadas representacoes.

Dessa forma, a pesquisa foi conduzida por meio de uma investigagdo acerca da
construcdo historica do tema e de abordagens atuais em Educagdo Matemética que enfocam a
aprendizagem desse contelido, sempre com vistas a uma contribuicdo para a evolucédo do
ensino de funcdes e suas representacoes.

Este trabalho, de cunho tedrico, foi dividido, portanto, em seis capitulos. Neste
capitulo 1, procurei trazer uma contextualizacdo das razdes e motivacdes que me levaram a
essa pesquisa. No capitulo 2, sdo apresentados 0 seu problema, questBes e objetivos. No
capitulo 3, é discutida a metodol ogia de pesquisa empregada. Ja, no capitulo 4, sdo trazidos os
pressupostos tedricos investigados, contemplando a construcdo histérica do conceito de
funcéo, perspectivas gerais sobre conceitos da Didética Francesa e teorias de pesquisadores
relacionados a Psicologia da Educacdo Matemética. Nesse capitulo, sdo destacadas a Teoria
dos Registros de Representacdo Semidtica, de Raymond Duval, e as concepgdes sobre
Sentido do Simbolo e Sentido do Gréfico, relacionando-as, especificamente, a construcéo do
conceito de fungdo e suas representagbes. No capitulo 5, sdo destacadas as conclusdes
construidas a partir das investigacBes realizadas e do confronto das principais idéias
abordadas. Para finalizar, no Ultimo capitulo, é trazida uma sugestdo de situagdo-problema
que é capaz de proporcionar oportunidades para serem exploradas as teorias pesquisadas

dentro de um ambiente de ensino e aprendizagem.
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2 PROBLEMA, QUESTOES DE PESQUISA E OBJETIVOS

O percurso da pesguisa iniciou-se com a minha inquietagcdo quanto ao ensino do
conceito de fungdo, como € praticado atualmente em muitas escolas, e com suas implicacdes
para o processo de aprendizagem. Surgiu, a partir dessa insatisfagéo, o foco que exponho aqui

como o problema desta pesquisa:

e Como foi construido o conceito de funcdo e quais as perspectivas atuais para a
aprendizagem desse conteido?

Pela amplitude desse problema, surgem questBes mais especificas, que carregam, nas
suas respostas, aspectos fundamentais para alcancar melhor compreensdo do tema e,
conseglientemente, maior competéncia para a construgcdo de possiveis respostas ao problema
proposto. Estas séo as questfes de pesquisa:

e Como se deu a construcdo histérica do conceito de funcéo?

e Quais as concepcoes, na perspectiva da Didatica Francesa e de pesquisadores da
Psicologia da Educacdo Matematica, relacionadas com a aprendizagem de fun¢des?

¢ Que conceitos e métodos de ensino possibilitam uma melhor compreenséo do conceito

de funcéo e de suas representacoes?

Fundamentados no problema de pesquisa e nas questdes que surgiram como

decorréncia, foram estabel ecidos os objetivos desta pesquisa.

Objetivo Geral

Investigar a construcdo histérica do conceito de fungéo e as perspectivas atuais para a
aprendizagem desse contetdo.
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Obj etivos Especificos

a) Revisar a construcéo histérica do conceito de funcéo e suas representacoes,

b) investigar as concepcdes e conceitos das vertentes de estudos em Educagdo Matematica
intituladas Didatica Francesa e Psicol ogia da Educacdo Matematica;

c) confrontar e comparar as caracteristicas emergentes da investigacdo das concepcoes
apoiadas nas duas vertentes, referentes a relacéo entre as representacdes e a aprendizagem
do conceito de fungao;

d) sugerir uma abordagem para 0 ensino do conceito de fungéo e suas representacoes,
fundamentada na investigacdo e no confronto das idéias provenientes das vertentes

tedricas relativas a esse contelido.
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3METODOLOGIA DE PESQUISA

A pesguisa possui cunho qualitativo, pois se baseia na interpretacdo e compreensio
dasteorias (ALVES-MAZZOTTI , 1999) apresentadas pelas vertentes de estudos apoiadas na
Didética Francesa e no grupo de estudos de Psicologia da Educacdo Matemética. Mais
especificamente, trata-se de um tipo de estudo documental ou bibliogréfico, definido por

Fiorentini e Lorenzato (2006) como metanalise e caracterizado como

[...] uma revisdo sistematica de outras pesquisas, visando realizar uma avaliagdo
critica das mesmas e/ou produzir novos resultados ou sinteses a partir do confronto
desses estudos, transcendendo aguel es anteriormente obtidos. (p. 103).

A palavra“metanalise” foi cunhada pelo lingtista Otto Jerpersen para indicar o ato de
quebrar uma palavra ou frase em segmentos ou significados distintos do original. (Wikipedia).
Segundo Moreno (2008), € um processo em que “os falantes modificam um vocabulo que Ihes
causa estranheza para deixé-1o0 mais ou menos parecido com algum vocabulo com gue estéo
familiarizados.” (p. 7).

Nas ciéncias da salde, sdo realizados muitos estudos empregando a metandlise, que €
entendida, entdo, como uma técnica utilizada para combinar todos os dados de todos os
estudos disponiveis, para obter o maximo de informagdes estatisticas.

Alguns autores também se referem a metanalise como uma “revisao sistematica’ que,
“assim como outros tipos de estudo de revisdo, € uma forma de pesquisa que utiliza como
fonte de dados a literatura sobre determinado tema’ (SAMPAIO; MANCINI, 2007, p. 84). E
nesse sentido que Dario Fiorentini e componentes de seu grupo de pesquisa tém empregado o
termo. Passos et al. (2006) concebem a metanalise como

uma modalidade de pesquisa que objetiva desenvolver uma revisdo sistemética de
estudos j& realizados em torno de um mesmo tema ou problema de pesquisa, fazendo
uma andlise critica dos mesmos com o intuito de extrair deles, mediante contraste e
inter-relacionamento, outros resultados e sinteses. (p. 209).

Emprego o termo “metandlise” para caracterizar este estudo, visto que nesta pesquisa
foi feita uma andlise das concepgdes e conceitos da vertente de estudos em Educacdo
Matematica intitulada Didatica Francesa, bem como de idé as apresentadas por investigadores
do grupo de Psicologia da Educacdo Matematica, objetivando, a partir dessa andlise, construir

novas concepcdes e uma nova abordagem para 0 ensino de funcdes e suas representacoes.
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Para o desenvolvimento da pesquisa, foram estabel ecidas as seguintes etapas.

busca de bibliografia pertinente e estudo e investigagéo acerca da construcdo historica
do conceito de funcéo;

estudo aprofundado das teorias relativas ao conceito de fun¢éo das duas vertentes de
estudos e pesquisa em Educacdo Matemética: a Didética Francesa e a Psicologia da
Educacéo Matematica;

construcdo tedrica e argumentativa para confronto das concepcdes e conceitos das
duas teorias,

. sugestdo, a partir dos estudos realizados, de principios e conceitos a serem

(re)construidos no estudo do conceito de fungdo e suas representacoes.
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4 PRESSUPOSTOSTEORICOS

Este capitulo contempla a construcéo historica do conceito de funcdo e aborda, em
seguida, perspectivas gerais sobre as teorias da Didética Francesa e de pesquisadores
relacionados a Psicologia da Educacéo Matemética. Aprofunda, na seqiiéncia, o estudo das
idéias de cada uma dessas vertentes, relacionadas, especificamente, ao estudo de funcbes e
suas representacoes.

No que concerne a Didética Francesa, foi aprofundado o estudo da Teoria dos
Registros de Representacdo Semittica, de Raymond Duval, explorando sua visdo de
compreensdo plena de um conteldo matemético. Ja, no que diz respeito ao estudo especifico
das teorias provenientes do grupo de estudos relacionado a Psicologia da Educacdo
Matematica, foram destacados os conceitos de “Sentido do Simbolo” e de “Sentido do
Gréfico”.

4.1 A CONSTRUCAO HISTORICA DO CONCEITO DE FUNCAO

Para a construcéo do conceito de funcdo com o qual se trabal ha atualmente nas escolas
e universidades, foram necessarias contribuices de varios mateméticos durante séculos de
estudos. Nesse periodo, surgiram conceitos que alicercaram o pensamento desses matematicos
rumo a construcdo da definicdo atual de funcdo e suas implicagGes. Proponho-me, neste
capitulo, a reconstruir o caminho percorrido para essa construcdo, fundamentado,
principalmente, nos trabalhos de Monna (1972), Y uoschkevitch (1976), Ponte (1992), Boyer
(1996) e Eves (2004).

De acordo com Yuoschkevitch (1976), em seu estudo acerca da evolugdo da
construcdo do conceito de fungdo ocorrida até a metade do séc. XX, os principais estégios do
desenvolvimento dessa ferramenta séo a Antiguidade, aldade Média e a Modernidade.

Na Antiguidade, o pensamento matemético ndo criou uma nocdo geral da idéia de
variavel ou de funcdo. Apenas casos praticos e particulares, principamente, no campo da
Astronomia, foram estudados através de métodos quantitativos e da construcdo de tabelas que
representavam fungdes entendidas como relagbes entre conjuntos discretos de constantes
dadas. Na Idade Média, mais especificamente, na ciéncia européia do séc. X1V, cada caso
particular de dependéncia entre duas quantidades era definido através de uma descricdo verbal
ou grafica, em detrimento do uso de férmulas.
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Na Modernidade, no final do séc. XVI e, principaimente, durante o séc. XVII,
expressoes analiticas de fungdes comecam a surgir. A classe analitica de funcdes expressas
por somas de séries infinitas se torna a mais usual. Segundo Y uoschkevitch (1976), “foi o
método analitico de introdugdo das fungdes que revolucionou a Matemética e, devido a sua
grande eficiéncia, conduziu as funcdes a um papel central na area das ciéncias exatas.” (p.
39)%.

Entretanto, em meados do séc. XVIII, a representacdo de fungdo como uma expressao
analitica se provou insuficiente. Uma nova definicdo de funcéo, que, posteriormente, acabou
se tornando universalmente aceita em andlise matematica, foi introduzida nesse periodo. J4,
na segunda metade do séc. XIX, definicéo de funcéo abriu imensas possibilidades para o
desenvolvimento da teoria de funcbes, mas acabou, também, ocasionando dificuldades
l6gicas, 0 que, durante 0 séc. XX, causou 0 movimento para que a esséncia desse conceito
fosse revista, assim como outros conceitos importantes da andlise matematica. Esse periodo,

portanto, sera discutido apos o periodo definido como Modernidade.

4.1.1 A Antiguidade

Por volta do ano 2.000 a.C., de acordo com Eves (2004), a matemética babilénica ja
havia evoluido para uma dgebra bem desenvolvida. Tabulas sexagesimais eram amplamente
utilizadas para calcular valores de quadrados e cubos dos nimeros naturais de 1 a 30 e
também de valores de n? +n®, relativos a esse intervalo, com o objetivo de estudar o
movimento dos planetas na esfera celeste. As fungdes empiricamente tabuladas acabaram se
tornando, posteriormente, o0 suporte para a sequéncia do desenvolvimento de toda a
astronomia.

Novas contribuic¢des para a construcdo do conceito de funcdo surgiram na Grécia, nos
estudos mateméticos e das ciéncias naturais. Tentativas, atribuidas aos pitagoricos, de
estabel ecer leis acUsticas indicam a busca por relacdes de interdependéncia entre quantidades.

Também na Grécia, ja como parte do Império Romano, as fungdes relativas a
problemas astrondbmicos e mateméticos eram objeto de estudos similares aos da andlise
matematica atual. De acordo com os objetivos de estudo, funcdes eram tabuladas por meio do
uso de interpolacdo linear e, em alguns casos simples, até mesmo por meio de limites de

propor¢des de duas quantidades infinitamente peguenas. Problemas envolvendo valores

! Todos os textos em lingua estrangeira foram traduzidos pelo autor desta dissertacéo.
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extremos e tangentes, ou, ainda, o calculo de areas, volumes e comprimentos, eram resolvidos
com a aplicacdo de métodos semel hantes aos utilizados no Calculo Diferencial e Integral.

Entretanto, segundo Y uoschkevitch (1976), o ssmbolismo grego, até o séc. Il d.C,,
restringiu-se apenas a denotar vérias quantidades por diferentes letras do alfabeto. Somente
com os trabahos de Diofanto® e, possivelmente, de seus predecessores mais proximos,
surgem 0s primeiros sinais, como, por exemplo, um sinal de igualdade. Contudo, com a
decadéncia da sociedade antiga, suas notagdes acabaram ndo sendo desenvolvidas.

Apesar da caréncia de um simbolismo mais sofisticado, os gregos deram importante
contribui¢do para 0 aumento do nimero de dependéncias funcionais utilizadas e dos métodos
de estudé-las, mas aidéia geral do conceito de fungdo ndo existia. Y uoschkevitch (1976) faz
questdo de afirmar que existe uma grande distancia entre o instinto de funcionalidade e a sua
percepcdo e que, na Antiguidade, aém de o termo fungdo ndo ser utilizado, ndo havia sequer
alusbes aumaidéia mais geral e abstrata de relacfes de dependéncias.

As idéias de variagdo quantitativa ou de mudanca se faziam presentes no pensamento
grego. Problemas de movimento, continuidade e infinito foram considerados. Entretanto, nem
0 sentido de velocidade como razéo entre o espago percorrido e o tempo, nem, obviamente, a
idéia de velocidade instanténea foram introduzidos na Antiguidade. Portanto nenhum desses
conceitos foi explorado pelos estudos gregos, de forma a gerar um pensamento mais

complexo e abstrato com relacdo a nocao de variabilidade.

4.1.2 A ldade Média

Com a decadéncia da cultura da Antiguidade, 0os novos estudos das ciéncias nos paises
de cultura &rabe ndo trouxeram contribui¢des relevantes para a construgdo do conceito de
funcéo. Como excegdo, ha o estudo do movimento acelerado, no séc. X, que, no entanto, ndo
exerceu muitainfluéncia nos seus contemporaneos.

As primeiras idéias relativas a no¢do de funcdo de uma forma mais gera e abstrata
ocorrem no séc. XIV, nas escolas de Filosofia Natural de Oxford e Paris. Conforme
Y uoschkevitch (1976), “seguindo pensadores como Robert Grosseteste e Roger Bacon, essas
duas escolas, que floresceram no séc. X1V, declararam a Matematica como o principal

instrumento para o estudo de fenémenos naturais.” (p. 45).

2 Difanto de Alexandria viveu no século |11 e escreveu Aritmética, obra na qual propde uma abordagem analitica
dateoriaalgébrica, o que eleva o autor, segundo Eves (2004), a condi¢do de génio em seu campo.
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Nesse periodo, surgiram muitos conceitos de grande importancia para a evolugéo das
ciéncias exatas, como, por exemplo, velocidade instantanea, aceleracéo e quantidade variavel,
gue era considerada como um fluxo de qualidade. Todos esses conceitos contribuiram na
sintese da cinematica e do pensamento matemati co.

Simultaneamente, conforme Caraca (2005), em face das experiéncias e observacdes
realizadas, percebeu-se que muitos fendmenos naturais apresentavam certa regularidade que
poderia ser descrita através de leis quantitativas.

Nesse sentido, 0 estudo da intensidade das formas e seu aspecto mais importante, a
cinematica, eram abordados na Inglaterra em um contexto aritmético, enquanto, na Franca,
Nicole Oresme® (1323-1382) desenvolveu esse estudo através de uma abordagem geométrica,
introduzindo o conceito de latitude das formas em meados do séc. XIV. As formas ou
qualidades séo fendmenos como aluz, a distancia, a velocidade, que possuem varios niveis de
intensidade e que mudam continuamente, dentro de limites dados.

Oresme representou 0s niveis de intensidade por segmentos de correspondente
comprimento ou latitudes que, por sua vez, eram erguidos em um eixo que poderia formar um
angulo qualquer com o eixo das longitudes, mas que, regularmente, era construido de maneira
gue formasse um angulo reto. Segundo Y uoschkevitch (1976), essa teoria, desenvolvida no
séc. X1V, parece ser fundamentada em um uso de idéias gerais sobre quantidades variaveis
dependentes. A latitude de uma qualidade € interpretada como sendo uma quantidade variavel
dependente de sua longitude, e a representacdo, denominada linha de auge, é entendida como
uma representacao grafica de fungdes continuas.

Dessa forma, segundo Rossini (2006), Oresme foi a primeira pessoa a utilizar
coordenadas para representar graficamente a velocidade em funcdo do tempo. Para tanto,
marcava pontos, representando as longitudes, ou os instantes de tempo dados, e, para cada
instante, tracava, perpendicularmente a reta das longitudes, um segmento de reta, denominado
latitude, cujo comprimento representava a velocidade. As extremidades desses segmentos,
alinhadas, formavam a linha de auge.

De acordo com Boyer (1996), “os termos latitude e longitude, que Oresme usou, S&0
equivalentes, num sentido amplo, a nossa ordenada e abscissa, e sua representacdo grafica
assemel ha-se com nossa geometria analitica.” (p. 181).

Com a teoria da latitude das formas, o estudo das funcbes do tempo se desenvolveu.

Consideragtes sobre o infinito na resolucéo de problemas dessa area eram comuns. Conceitos

% Nicole Oresme, nascido na Normandia, de acordo com Eves (2004), foi 0 maior matemético de sua época.
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como velocidade instantanea e aceleracdo passaram a ser amplamente estudados, e a
descoberta mais importante da época, para a mecanica e talvez também para a Matematica, foi
a determinacdo da velocidade média de um movimento uniformemente acelerado. Em Merton
College, Oxford, segundo Boyer (1996), foi deduzida uma formulagdo, denominada regra de
Merton, expressando, em termos de distancia e tempo, que, em linguagem atual, a velocidade
média é amédia aritmética entre as velocidades inicial efinal.

Segundo Y uoschkevitch (1976), Oresme também provou o teorema de Merton, mas
caculando a velocidade média através da &ea de um tridngulo ou trapézio descrito no
movimento.

Durante os séc. XV e XVI, ateoria dalatitude das formas gozou de enorme prestigio e
se difundiu, principalmente, na Inglaterra, Franca, Itdlia e Espanha, sendo exposta em
universidades e em livros publicados na época.

Analisando, porém, o alcance da teoria da latitude das formas e suas implicacOes,
pode-se perceber, segundo Ponte (1992), que, apesar da grande evolucdo em termos de
generalizacao e abstracdo e de alguns resultados particulares al cancados, o estudo das funcdes

em Matemaética, como um conceito e objeto individualizado, ainda ndo havia sido a cangado.

4.1.3 A Modernidade

O desenvolvimento do conceito de fungdo foi catalisado pelo desenvolvimento da
dgebra simbdlica e pela extensdo do conceito de nimero, englobando tanto o conjunto dos
nUmeros reais quanto o nUmero imaginario i e o conjunto dos nimeros complexos. Estes
foram os conceitos matematicos fundamentais que proporcionaram a introducdo do conceito
de fungdo como uma relagdo entre conjuntos NUMEricos e como uma expressdo analitica
através de formulas.

O que deve ser enfatizado, também, na concepcdo de Y uoschkevitch (1976),

[...] éaintroducéo de inlmeros sinais para operagdes e relacfes mateméaticas (em
primeiro lugar, para adicéo, subtracdo, poténcia e igualdade) e, acima de tudo, sinais
para gquantidades desconhecidas e parémetros, que Viéte em 1591 denotou por
vogais A, E, I,... e consoantes B, G, D,... do afabeto latino, respectivamente. A
importancia dessa notacdo, que, pela primeira vez, possibilitou colocar no papd a
forma simbdlica de equacbes algébricas e expressdes contendo quantidades
desconhecidas e coeficientes arbitrarios (uma palavra também originada por Viéte),
dificilmente pode ser estimada. (p. 51).
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Contudo, o simbolismo de Francois Viéte* (1540-1603), que ndo avancou no estudo
do conceito de funcdo, carecia de progressos significativos, e esses logo vieram por meio das
contribui¢bes de inlmeros intelectuais, como René Descartes (1596-1650), Isaac Newton
(1642-1727), Gottfried Leibniz (1646-1716) e Leonhard Euler (1707-1793), entre outros.

A emergéncia do conceito de fungdo como um objeto individualizado da Matematica
comecgou, segundo Ponte (1992), com o inicio do Céculo Infinitesimal. Primeiramente,
Descartes estabeleceu, claramente, que uma equacdo de duas variaveis, representada
geometricamente por uma curva, indica a dependéncia entre as variaveis.

Através dos estudos de Descartes, segundo Y uoschkevitch (1976),

[...] pelaprimeiravez e de forma clara, € sustentado que uma equacéo em x ey é um
meio para introduzir uma dependéncia entre quantidades varidveis de uma maneira
gue é possivel calcular a partir do valor de uma delas o valor correspondente da
outra. (p. 52).

A introducdo de funcles escritas através de equagbes iniciou uma verdadeira
revolucéo no estudo de Matemética. O uso de expressdes analiticas, regidas por operacoes e
relacdes especificas, introduzido, independentemente, por Pierre Fermat (1601-1665) e René
Descartes, originou caracteristicas especificas do estudo do tema. Proveniente da dgebra
aplicada a geometria, essa nova forma de representar as fungbes logo se estendeu a outras
areas da Matematica e, especialmente, ao desenvolvimento do Calculo Diferencia e Integral.
Para Monna (1972), “ Descartes, com sua aplicacdo de métodos algébricos a geometria, abriu
o caminho para a introducéo da noc¢éo de funcdo que, gradualmente, se desenvolveu até sua
formamoderna”. (p. 58).

Inicialmente, porém, o alcance das funcdes expressas analiticamente estava restrito as
funcdes algébricas. Apenas com a descoberta de Newton, no séc. XVII, de como representar
funcbes através de séries de poténcia, tornou-se possivel a representacdo analitica de qualquer
relacdo funcional estudada até ent&o.

A idéia de que uma expressdo infinita poderia ser uma funcdo ndo era recente:
progressdes geométricas decrescentes e infinitas ja eram conhecidas, em sua formainicial, ha
bastante tempo. Entretanto, apenas na segunda metade do séc. XVII, as séries de poténcia
acabaram sendo percebidas como instrumento importante para o estudo das fungdes. Devido
as series de poténcia, o conceito de funcdo passou a ocupar papel central no estudo da Analise

Matematica e foi o cerne das teorias de desenvolvimento do Calculo Diferencial e Integral.

* Frequentemente conhecido por Vieta e, segundo Eves (2004), 0 maior matemético francés do séc. XVI.
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4.1.3.1 Isaac Newton e Gottfried Leibniz

Newton®, sucessor de Isaac Barrow® (1630-1677), apresentou, em Cambridge, nos
anos de 1664 e 1665, uma interpretacdo cinematica e geométrica clara das concepgoes basicas
da Andlise Matemética, descrevendo concepcdes de tempo e movimento, escolhendo o tempo
COmo um argumento universal e interpretando as variaveis dependentes como uma quantidade
continuamente fluente que possui uma vel ocidade de variagao.

Os dois problemas principais do Céculo Infinitessimal eram expressos em termos
mecanicos. dada alel para adistancia, determinar a velocidade do movimento (diferenciacéo),
e, dada a velocidade de um movimento, determinar a distancia percorrida (integracdo). No
entanto, as concepcdes de Newton eram mais abstratas.

Em 1669, Newton comunicou a Barrow o seu Método dos Fluxdes’, que, apesar de
escrito em 1671, foi publicado somente em 1736. Segundo Eves (2004),

Para Newton, nesse trabalho, uma curva era gerada pelo movimento continuo de um
ponto. Feita essa suposicdo, a abscissa e a ordenada de um ponto gerador passam a
ser, em geral, quantidades varidveis. A uma quantidade ele dava o nome de fluente
(uma quantidade que flui) e a sua taxa de variacdo dava o nome de fluxo do fluente.
(p 439. Grifos do autor).

Portanto, apenas as nogdes basicas foram introduzidas através da cinematica. O
Meétodo das Fluxdes, na realidade, foi desenvolvido pelas fluentes, expressas analiticamente
ou em forma finita ou por somas infinitas de séries de poténcia.

Por outro lado, Leibniz® também chegou, a partir das curvas geométricas, as nocoes
basicas de diferenciacdo e integracdo. Entre os anos de 1673 e 1676, inventou o seu Calculo e,
em 1675, utilizou, pela primeira vez, o simbolo de integral, um Saongado, vindo da primeira
|letra da palavra soma’. Pouco tempo depois, j& utilizava as notacdes de diferenciais, derivadas
e integrais como se conhece atualmente. Em 1684, segundo Eves (2004, p. 443), Leibniz
definiu “dx como um intervalo finito arbitrério” e, a partir dessa definicdo, conforme

Y uoschkevitch (1976), “descreveu o diferencial (dy) da ordenada de uma determinada curva

® Segundo L eibniz, “tomando a matemética desde o inicio do mundo até o tempo de Newton, o que ele fez é de
longe amelhor metade”. (apud BOY ER, 1996, p. 269).

® De acordo com Eves (2004), Isaac Barrow foi um homem de grande destague académico, a cancando projegdo
em Matemética, Fisica, Astronomia e Teologia. Ao renunciar a sua catedra lucasiana em Cambridge, em 1669,
indicou para substitui-lo 0 nome de um jovem e talentoso colega, | saac Newton.

" Methodus Fluxionum.

8 Segundo Eves (2004), “a matemética se compde de dois dominios amplos e antitéticos, o continuo e o discreto;
e, em toda a historia da matemética, o Unico homem a transitar nesses dois dominios com soberbo desembaraco
foi Leibniz”. (p. 445).

° Do latim summa.
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como sendo 0 segmento cuja razdo para um incremento arbitrério da abscissa (dx) € igua a
razdo da sua ordenada para a subtangente”. (p. 55-56). A palavra funcédo surgiu pela primeira
vez, em 1673, em um manuscrito de Leibniz intitulado O método inverso das tangentes, ou
sobre funges'. Entre 1692 e 1694, surgiu em seus artigos a definicdo de funcdo, que, de
acordo com Y uoschkevitch (1976), foi caracterizada como “ qualquer parte de uma linha reta,
ou sgja, segmentos obtidos pela construcdo de infinitas linhas retas correspondentes a um
ponto fixo e a pontos de uma determinada curva’ . (p. 57). A definico de funco construida,
porém, ndo corresponde, em nenhum aspecto, ao contexto analitico.

A relagdo de Leibniz com Johann Bernoulli (1667-1748), principamente as
correspondéncias trocadas entre 1694 e 1698, levou a necessidade de um termo geral que
representasse quantidades arbitrarias dependendo de uma variavel a definicdo do termo

fungdo no sentido de uma expressdo analitica.

4.1.3.2 Johann Bernoulli e Leonhard Euler

Bernoulli*? utilizou pela primeira vez a palavra funcdo em 1698, em um artigo
dedicado a resolucdo de um problema proposto por seu irmao Jakob. N&o ha, na publicagéo,
referéncia a definicdo do que foi chamado de funcdo, mas, segundo Y uoschkevitch (1976),
dificilmente poderia se referir a algo que ndo fosse uma expressdo analitica. Em 1718, de
acordo com Ponte (1992), Bernoulli publicou um artigo contendo a defini¢céo de funcéo de
uma variavel como uma quantidade composta, de alguma forma, por uma varidvel e
constantes.

No mesmo periodo, Leibniz introduziu os termos constante, variavel, coordenadas e
paréametros e dividiu as fungdes e curvas em duas classes: as agébricas, que poderiam ser
representadas por uma equacdo de certa ordem, e as transcendentais, que poderiam também
ser objetos de estudos e calculos de uma natureza diferente, por suas representacbes por
equactes de ordem indefinida ou infinita que transcendem as equacdes algébricas. A idéia de
relacdo funciona ndo é mencionada, porém, até o artigo escrito por Euler, discipulo de
Bernouli, em 1744, e publicado em 1748, no qual a Andlise Matemética € referida como uma

ciénciagera devariaveis e suas funcoes.

19 Methodus tangentium inversa, seu de functionibus.

ey ] any parts of straight lines, i.e., segments obtained by constructing infinite straight lines corresponding to
afixed point and to points of agiven curve.”

12 Conforme Eves (2004), Johann Bernoulli foi um dos primeiros mateméticos a perceber a importancia do
célculo e aaplicalo naresolugdo de problemas.
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A primeira definicdo explicita de uma funcdo como uma expressdo analitica foi

publicada em um artigo de Bernoulli, no qual também propde a letra grega ¢ como notagéo

para a caractéristique de uma funcéo, ainda escrevendo sem o auxilio de parénteses, ou sgja,
¢ X. Os parénteses, assim como a letra f para designar funcéo, sdo atribuidos a Euler, que os
utilizou em uma publicacdo de 1740.

Euler®® foi o responsavel pelos mais significativos avancos seguintes no
desenvolvimento do conceito de funcdo, detalhando o seu estudo de acordo com o padréo da
Andlise Matemética da época. Definiu uma constante como uma quantidade definitiva que
assume sempre um e o mesmo valor, umavariavel como um valor indeterminado ou universal
gque compreende todos os valores determinados e uma funcdo de uma variavel como uma
expressdo analitica composta por uma quantidade variavel e nimeros ou quantidades
constantes. De acordo com Boyer (1996), “as vezes Euler pensava em funcdo menos
formalmente e mais geralmente como relagdo entre as duas coordenadas de pontos sobre uma
curvatracada a méo livre sobre um plano”. (p. 306).

De fato, a grande maioria das funcbes estudadas na época de Euler era andlitica e
enquadrava-se em sua defini¢do, que foi aceita por muitos outros mateméticos do seu tempo.
Entretanto, Euler sabia que funcdes de outros tipos também existiam e, segundo Ponte (1992),
de acordo com a terminologia atual, sua definicdo incluia apenas as func¢bes analiticas, um
subconjunto do ja pequeno conjunto das funcBes continuas. Nas principais correntes
mateméticas, entretanto, a relagdo da definicdo de funcdo com expressdes analiticas
permanece estatica até o sec. XVIII. No séc. XIX, contudo, a nocdo de fungdo passa por

sucessivas alteracOes e esclarecimentos que alteram drasticamente sua natureza e significado.
4.1.3.3 A Controveérsia sobre as Cordas Vibrantes

A préoxima grande discussdo envolvendo a construcdo do conceito de funcéo
aconteceu em estudos na érea da Fisica-Matematica, principalmente por meio dos trabalhos
acerca do célebre problema sobre vibragdes infinitamente pequenas em cordas homogéness,
finitas e com suas extremidades fixas'®. Jean-le-Rond D’Alembert’® (1717-1783), que,

3 Segundo Anton (2000), Euler foi, provavelmente, 0 matemético mais prolifico que ja apareceu, fazendo
matemética téo facilmente quanto a maioria dos homens respira. Ja, de acordo com o fisico e astrbnomo Francois
Arago (1786-1853), “Euler poderia muito bem ser chamado, quase sem metéfora, e certamente sem hipérbole, a
encarnacdo daandlise.” (apud EVES, 2004, p. 474).

¥ Uma corda el stica com extremidades fixas é deformada em alguma formainicial e, a seguir, postaavibrar. O
problema consiste em determinar a funcéo f que descreve aforma da corda no tempo t qualquer.

1> Segundo Boyer (2006), 0 maior matemético da Franca nos meados do século XVI11.
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segundo Eves (2004), foi um dos pioneiros no estudo das equacOes diferenciais parciais,

representou o problema das cordas vibrantes por uma equacdo equivalente a:

ot? Ox?

onde, de acordo com Ponte (1992), y indica o deslocamento em relacdo ao ponto de
equilibrio, X representa a disténcia da origem, et indica o tempo. A solucdo da equacéo € dada

por:
y= f(x+ at)+ g(x- at)

onde f e g sdo funcdes arbitrérias.

D’Alembert restringiu a classe de cordas admitidas, pois, sem essas restricoes,
segundo pensava, ndo seria possivel construir a solucdo do problema através da Andlise
Matematica. Entre essas restri¢des, ha o fato de assumir que aformainicial da corda deve ser
representada, em toda a sua extensdo, por apenas uma equagdo, o que, nateoriade Euler, seria
determinar que a corda € continua.

A terminologia de Euler, utilizada até meados do seéculo XIX, determinava que
continuidade significava invariabilidade, imutabilidade da lei de formacéo da funcdo em todo
0 seu dominio. Ja descontinuidade de uma fungéo significava a mudanca da lei de formagéo
da fungdo em dois ou mais intervalos do seu dominio. As fungdes descontinuas, segundo
Euler, eram compostas de partes continuas, sendo chamadas, por essa razéo, de curvas mistas
ou irregulares.

Apesar de dar crédito ao método de D’ Alembert, Euler discordou quanto a natureza
das fungdes admitidas nas condi¢bes iniciais. Segundo Rossini (2006),

[...] Euler retrucou, guiado por consideragbes fisicas e uma profunda intuicdo
matematica, afirmando que nenhuma restricdo poderia ser imposta sobre a forma da
corda. Paraum caso particular, da cordafixadanospontosx =0ex =1, ele propde
uma solucdo correspondente a forma inicial “continua’ representada por uma série

trigonométrica:

y= asennl—x+[39en@+89en$+ ... (p. 44).

Comeca, entdo, uma longa discussdo sobre a natureza das funcdes aceitas nas

condicOes iniciais e nas integrais de equacdes diferenciais parciais. A controvérsia continua
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com o ingresso de um novo participante. Daniel Bernoulli (1700-1782) argumentou que tanto
a forma arbitraria inicial da corda quanto suas vibragbes subsequentes podiam ser

representadas por uma séria infinita de termos incluindo senos e co-senos:

X  mkt 2nxX  2rnkt
y:aisenl—cos|—+ azsenl—cos | + ..

D’ Alembert e Euler ndo aceitam a solucédo de Bernoulli, e o debate ndo termina, sendo
retomado, em épocas posteriores, por outros grandes matematicos. Y uoschkevitch (1976)
afirma, entretanto, que a discussdo acerca da Controvérsia das Cordas Vibrantes foi
extremamente importante para 0 progresso da FisicaaMatemética e também para o

desenvolvimento metodol 6gico dos fundamentos da Analise Matemética.

4.1.3.4 A Definigao de Euler

Como, de acordo com Euler, fun¢des descontinuas ndo séo, geralmente, analiticamente
representéveis, suas definicdes iniciais de funcdo tornaram-se obsoletas. Nesse sentido, Euler
formula uma nova defini¢cdo para o conceito de fungéo compreendendo todas as classes de
relagdes. Trata-se de uma abordagem utilizando uma nogéo que esteve sempre presente em
seus textos, mesmo que ndo expressa explicitamente em seus métodos de introduzir fungdo: a
nocéo geral de correspondéncia entre pares de elementos, cada qual pertencendo ao seu
proprio conjunto de valores de quantidades variaveis.

A idéa de relacdo foi, entdo, dada por Euler (apud Y uoschkevitch, 1976), de uma
maneira universal e abstrata, em sua definicdo de funcdo no prefacio de sua Institutiones

calculi differentialis:

Se algumas quantidades dependem de outras quantidades de forma que se essas sao
alteradas aquelas passam por mudancas, entdo, as quantidades que sofreram
mudancas sdo chamadas de funcdes das outras. Essa denominacdo é de natureza
ampla e abrange todos os métodos através dos quais uma quantidade pode ser
determinada por outras. Se, portanto, X denotar uma quantidade varidvel, entdo todas
as quantidades que dependem, em qualquer forma, de x ou sdo determinadas por X,
s8o chamadas de fungdes do mesmo. (p. 70).

O conceito de funcdo proposto por Euler influenciou positivamente todo o
desenvolvimento da Matemética a partir de entdo. Em um primeiro plano, foi muito
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importante o isolamento da classe das fungdes continuas, ou sgja, das fungdes analiticas
representaveis por series de poténcia e a descoberta das principais propriedades dessa classe.

Apesar da oposicdo de D’Alembert, que apontava defeitos na definicdo de Euler
(principalmente dificuldades ligadas & descontinuidade, no sentido atual da palavra), muitos
mateméaticos aderiram & sua idéia, como Joseph Lagrange™® (1736-1813) e Pierre-Simon
Laplace” (1749-1827). Até mesmo D’ Alembert, no final de sua vida, mudou sua opini&o.

Era necessaria, entretanto, uma separacdo mais concreta entre as fungdes continuas e
descontinuas (no sentido atual das palavras). Segundo Euler, funcdes determinadas por uma
expressdo analitica em todo o seu dominio eram chamadas de continuas, e essas eram as
funcBes genuinas. Ja as fungbes descontinuas ou arbitrarias (no sentido de Euler) ndo eram
funcdes genuinas. E claro, segundo Monna (1972), que a continuidade, no sentido de Euler, é
um tipo de continuidade global, distinta da continuidade local proposta por Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) e Bernhard Bolzano (1781-1848).

4.1.3.5 O seculo XIX

De acordo com Monna (1972), no séc. X1X, houve muito progresso na construcdo do
conceito de funcdo, com contribuicdes principalmente dos trabalhos de Cauchy, Joseph
Fourier (1768-1830) e Lejeune Dirichlet (1805-1859).

A idéia de Euler das fungdes mistas foi criticada e foi provado que funcbes
introduzidas por diferentes expressdes analiticas em diferentes intervalos do seu dominio
também podem ser representadas por apenas uma equacdo. Cauchy®® faz sua critica &
definicdo de continuidade proposta por Euler e, de acordo com Rossini (2006), prova como
sd0 inadequadas as definigdes de fungdes continuas e descontinuas de Euler a partir de um
simples exemplo. Segundo Monna (1972),

Ele observa que essa definicdo carece de exatiddo matemética e ilustra isso através
do conhecido exemplo da fungéo que é igual a x para x> 0 e igua a -x para x< 0.
Essa funcdo néo deveria ser uma fungéo genuina (continua) no sentido de Euler, pois
era definida por duas leis, contudo, é continua quando representada na forma N
(p. 61).

' Denominado por Frederico, O Grande, como 0 maior matemético da Europa, e, por Napoledo Bonaparte,
como a piramide mais alta das ciéncias mateméticas, Lagrange foi responsavel, entre outras, pela introducdo da
notagdo f' (), f'’ (X), ... utilizada atualmente.

" Devido ao lancamento dos cinco volumes do Traité de Mécanique, Laplace ganhou o cognome de “Newton da
Franca’. (EVES, 2004).

18 Segundo Boyer (1996), Cauchy foi a“estrela’ matemética da década de 1820.
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Na concepcdo de Monna (1972), a questdo notavel € que Cauchy propds, em seu
Résume des lecons a I’école polytechnique sur le calcul infinitésimal, a definicdo de

continuidade de uma funcdo no sentido atual:

Quando uma funcdo f(x) admite um valor Unico e finito para todos os valores de x
compreendidos entre dois limites dados, a diferenca f(x + i) — f(x) sendo sempre
uma quantidade infinitamente pequena, diz-se entdo que f(x) € uma funcdo continua
de variavel x entre os limites dados. (CAUCHY,, 1823, apud MONNA, 1972, p. 61).

Fourier também prestou importante contribuicdo para a evolucdo do conceito de
funcdo. Em seus estudos da teoria da propagacéo do calor, considerou a temperatura como
uma funcdo de duas variaveis: o tempo e o espaco. Nesses trabalhos, refutou a afirmagdo de
Euler de que ndo era possivel representar, por uma série de termos contendo senos e co-senos
de arcos multiplos, a figura inicial de uma corda definida por duas equacbes em dois
diferentes interval os do seu dominio. Ascende, entdo, ateoria geral das séries trigonométricas.

Conforme Eves (2004),

Em 1807 Fourier apresentou um artigo a Academia de Ciéncias da Franga que deu
inicio a um novo e extremamente frutifero capitulo da histéria da matemética. O
artigo trata do problema pratico da propagacdo do calor em barras, chapas e solidos
metdlicos. No desenvolvimento do artigo, Fourier fez a surpreendente afirmacdo de
gue toda funcdo definida num intervalo finito por um gré&fico descrito
arbitrariamente pode ser decomposta numa soma de fungdes seno e co-seno. (p. 526.
Grifos do autor).

Fourier afirmou que uma fungdo y = f(x) qualquer, definida no intervalo (-, ), pode

ser representada nesse interval o por:

)
Y=t

NgE

(a, cosnx + b, sinnx)

I
=

Segundo Eves (2004), essa série, conhecida como série trigonométrica e hoje
denominada série de Fourier, ndo era uma novidade para 0s matematicos da época, pois ja
havia sido provado que muitas func¢des “bem comportadas’ podiam ser assim representadas.

A novidade foi Fourier afirmar que toda funcéo definida em (—=n, ) podia ser representada

por uma série trigonomeétrica. Afirmagéo que, de acordo com Ponte (1992), nuncafoi provada

matemati camente.
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Dirichlet'®, posteriormente, formulou as restrices necessérias, conhecidas como
condicoes de Dirichlet, para que uma funcéo segja passivel de ser representada por uma série
de Fourier, provando, portanto, que nem toda funcdo, mesmo que continua em um dado
intervalo, pode ser determinada por sua série trigonomeétrica, pois essa pode divergir em
infinitos pontos. Entretanto, as séries de Fourier envolvem uma relacdo mais geral entre
variavels do que as estudadas até ent&o.

Com a intencdo de construir uma definicéo de funcdo que englobasse essa forma de

relacdo, Dirichlet, conforme Eves (2004), da a seguinte formulagéo:

Uma varidvel é um simbolo que representa um qualquer dos elementos de um
conjunto de nimeros; se duas varidveis x e y estéo relacionadas de maneira que,
sempre que se atribui um valor a x, corresponde automaticamente, por alguma lei ou
regra um valor ay, entéo se diz que y € uma funcao (univoca) de x. A variave x, a
qual se atribuem valores a vontade, € chamada de varidvel independente e a variavel
y, cujos valores dependem dos valores de x, € chamada de variavel dependente. Os
valores possiveis que x pode assumir constituem o campo de defini¢do da funcdo e
os valores assumidos por y constituem o campo de valores da fungdo. (p. 661.
Grifos do autor).

Uma funcéo torna-se, entdo, uma correspondéncia entre duas variaveis: todo valor da
variavel independente é associado a um e apenas um valor da variavel dependente. De acordo
com Boyer (1996), essa definicdo estd proxima do ponto de vista moderno de uma
correspondéncia entre dois conjuntos de nimeros, entretanto os conceitos de conjunto e de
numero real ainda ndo haviam sido formalizados. Para mostrar a natureza arbitraria da regra
de correspondéncia, Dirichlet também produziu o seu conhecido exemplo de uma funcdo

muito “mal comportada’, descontinua em todos os pontos do seu dominio 0< x<1:

0 e Xxéracional
f(X)= L
1 sexéirraciona

Segundo Eves (2004), alunos dos cursos de Matematica possivelmente encontram a

definicdo de funcdo de Dirichlet nos cursos iniciais de Caculo Diferencial e Integral. Trata-se

9 Dirichlet, que tem seu cérebro preservado na Universidade de Géttingen, foi, de acordo com Eves (2004), um
eminente matemético aleméo e participou da fase inicial de deslocamento do centro das atividades mateméticas
da Franca paraa Alemanha.
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de uma defini¢do ampla e que ndo restringe a relacdo que ha entre x e y a uma forma qual quer
de expresséo analitica, acentuando aidéia de relagdo entre dois conjuntos de nimeros.
De acordo com Ponte (1992), com o desenvolvimento da teoria dos conjuntos, iniciada
por Georg Cantor (1845-1918), a nocdo de fungdo continua sua evolugdo. No século XX, o
conceito de funcdo é estendido de maneira a incluir todas as correspondéncias arbitrarias,
satisfazendo a condi¢&o da unicidade, entre conjuntos numéricos e ndo NUMEricos.
Conforme Dieudonné (1990), Dedekind,
[..] na sua Was sind und was sollen die Zahlen® [...] introduz uma linguagem
muito rigorosa, que tem a Ultima palavra em relacdo as expressdes muitas vezes
demasiado vagas usadas pelos seus contemporéneos. Se bem que esta obra ndo
tenha tido influéncia imediata que merecia, a necessidade de adotar uma linguagem

semelhante e uniforme em todas as partes da matemética impds-se aos poucos no
inicio do século XX. (p. 148. Grifos do autor).

As idéias de Dedekind (1831-1916), com agumas contribuicdes posteriores,
contribuiram para a teoria dos conjuntos hoje amplamente difundida.

4.1.4 O século XX

Os anos préximos a 1900, conforme Monna (1972), sdo interessantes no que diz
respeito a evolucdo do conceito de funcdo, principamente, porque, mesmo com a definicéo
geral de funcdo dada por Dirichlet, matematicos como René Baire (1874-1932), Emile Borel
(1871-1956) e Henri Leon Lebesgue (1875-1941) continuam a discussao acerca do tema.

Segundo Monna (1972), nos trabalhos desses matematicos, ha discussdes e polémicas
sobre o conceito de fungdo e resquicios da antiga definicio como uma expressio anditica. E
importante ressaltar, também, que a teoria dos conjuntos de Cantor penetrava gradualmente na
Matemética.

Pesquisando os trabal hos nesse periodo, principalmente os de autoria de Baire, Borel e
Lebesgue, ficam claras as discussdes sobre a ndo aceitacdo de fungbes continuas e
descontinuas sem derivadas como objetos mateméticos e sobre a antiga idéia de que uma
funcdo é apenas 0 que pode ser escrito por meio de uma expressao analitica.

Baire desenvolveu uma classificacdo fundamentada na classificacéo analitica, na qual
mesmo fungdes descontinuas de natureza extremamente complexa podem ser representadas
por somas de séries convergentes. O problema da natureza das fungfes foi cultivado em seus

trabalhos sobre a representacéo de fun¢bes como limites. Nesse dominio, os resultados mais

% O que s30 e 0 que devem ser 0s NUMeros.
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expressivos sdo atribuidos a Dirichlet e a Karl Weiertrass (1815-1897), respectivamente,
conforme Monna (1972):
Qualquer funcdo continua tendo apenas um ndmero finito de maximos e minimos
pode ser representada por uma série de Fourier.
Qualquer fungdo continua € limite de uma seqiiéncia de polindmios uniformemente
convergente. (p.69).

L ebesgue, em seus estudos sobre a teoria da integragéo, apresentou novas idéias sobre
0 uso de funcdes descontinuas e denominou de analiticamente representavel qualquer funcéo
gue pudesse ser construida por um conjunto enumeravel de adi¢des, multiplicacdes e limites,
realizados com uma lei definitiva no que tange a variavel independente e a um conjunto
enumeravel de quantidades constantes.

Borel desenvolveu suas proprias idéias sobre a teoria da integracdo e cultivou
discussdes sobre a existéncia e a definicdo de objetos mateméticos, inclusive sobre a definicdo
do conceito de fungdo. De acordo com Monna (1972), Borel, em suas publicagdes, “expressou
sua opinido que uma boa definicéo deve satisfazer a condicdo que, quando dois mateméticos
estao falando sobre um nimero, deve ficar absolutamente certo que est&o conversando sobre o
mesmo nimero”. (p. 80. Grifo do autor).

A evolugdo continua e, segundo Monna (1972),

[...] gradualmente a idéia de aplicagdo entre dois conjuntos se torna dominante em
matemética e nesse processo deve-se observar ainfluéncia da dgebra. O conceito de
funcdo foi colocado na estrutura geral do conceito de aplicagcdo de um conjunto X
em um conjunto Y, como encontramos nos livros modernos. (p. 82).

Dedekind j& havia trazido a Matematica uma concepcdo completamente geral do
conceito de fungdo. Fugindo das concepcdes anteriores que se valiam apenas de funcdes reais,
generalizou, de acordo com Dieudonné (1990), da seguinte forma:

[...] sendo dados dois conjuntos quaisquer E e F, uma aplicacdo f de E em F é uma
lel (“Gesetz") que faz corresponder a qualquer elemento x de E, um elemento bem
determinado de F, o seu valor em x é notado de modo geral f(x). Tomamos agora o
habito de escrever x+> f (X) para notar uma aplicagéo f, 0 que evita muitas vezes

ter de introduzir uma nova letra, quando por exemplo se escreve X+ X’para
x e R; utilizarse também bastante na atual escrita das matemédticas as nocles
f:E—F ou E— F paraprecisar o conjunto E onde esta definida afungdo f e o

conjunto F onde esta toma seus “valores’. (p. 149. Grifos do autor).

Posteriormente, conforme Dieudonné (1990), Cantor introduz a no¢do de produto
cartesiano E x F de dois conjuntos quaisquer. Faz-se, entéo, a conexdo da idéia de aplicacdo

como um subconjunto de E x F.
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Na concepcéo de Eves (2004), ateoria dos conjuntos levou a ampliagdo do conceito de

funcdo, abrangendo, nesse sentido, relacBes entre dois conjuntos de elementos quaisquer,

desmistificando a idéia de que esses elementos devem ser necessariamente nUmeros. Assim,

segundo o autor,

[...] uma funcdo f &, por definicdo, um conjunto qualquer de pares ordenados de
elementos, pares esses sujeitos a condicdo seguinte: se (ay, &) € f, (s, b)) € fe
a; = &, entdo b; = b,. O conjunto A dos primeiros elementos dos pares ordenados
chama-se dominio da funcdo e o conjunto B de todos os segundos elementos dos
pares ordenados se diz imagem da funcéo. Assim, uma funcéo é simplesmente um
tipo particular de subconjunto do produto cartesiano A x B. (p. 661).

Segundo Monna (1972), em 1939, no primeiro livro da série de Nicolas Bourbaki?,

As Estruturas Fundamentais da Analise, Teoria dos Conjuntos®, todas as questées acerca do

que seria uma funcéo sdo encerradas. Bourbaki da a seguinte definicéo:

Sgjam E e F dois conjuntos distintos ou ndo. Uma relagdo entre uma varidvel x de E
e umavaridvel y de F é dita uma relagéo funcional emy, ou uma relagéo funcional
de Eem F, se, paraqualquer que sgjaxe E, existe um, e somente um, elemento y de
F que esteja narelacdo considerada com X.

Dé&-se 0 nome de funcdo a operacdo que associa a todo elemento x e E um elemento
ye€ F que se encontra na relacdo com x; diz-se que y é o valor da funcdo para o
elemento x, e que a funcéo é determinada pela relagdo funcional considerada. Duas
relagdes funcionais sdo equivalentes se determinam a mesma fung¢do. (BOURBAKI,
1939, apud MONNA, 1972, p. 82).

O conceito de funcdo, fundamental no estudo da Matemética, conforme Eves (2004),

passa a ser defendido por mateméticos como Félix Klein (1849-1925), desde as primeiras

décadas do séc. XX, como principio central e unificador dos cursos elementares de

Matematica. O conceito torna-se um guia natural para a construcéo de textos dessa ciéncia.

4.2 A DIDATICA FRANCESA

Na secdo anterior, ao revisar a construcao historica do conceito de funcéo, foi possivel

compreender o0 papel das representagdes no desenvolvimento desse conceito. Assim, para

discutir perspectivas atuais para a aprendizagem de funcdes, buscaram-se, entre os tedricos

que propdem novas idéias para 0 ensino e a aprendizagem de Matemética, agueles que

enfatizam a importancia das representacdes. Dentre esses, 0 pesquisador francés Raymond

Duval estd entre os mais citados em trabalhos da area de Educacdo Matemética. Para

#! Segundo Rossini (2006), Nicolas Boubaki é uma associago criada por jovens mateméti cos franceses em 1935,
com afinalidade de organizar toda Matemética conhecida até entéo.
%2 |_es structures fondamentales de |’ analyse, Théorie des ensembles.
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apresentar as idéias de Duval referentes aos registros de representacdo semiotica, €
conveniente situar esse pesquisador em termos de influéncias tedricas. Duval trabalhou no
Instituto de Pesquisa em Educacdo Matematica (IREM) de Estrasburgo (MACHADO, 2003),
e suas idéias foram discutidas pelos diversos grupos que formam a érea de conhecimentos
conhecida como Didética Francesa.

Nesse sentido, a proposta de aprofundamento da Didatica da Matemética foi
desenvolvida nesses Institutos para Pesguisa sobre 0 Ensino das Mateméticas que emergiram
na Franga, apos a Reforma Educativa do final da década de 1960, com a qual se deu inicio a
“Matematica Moderna’. Os IREM dedicavam-se a complementacdo da formagdo matemética
dos professores ja em atividade, a0 estudo de programas alternativos para a formagdo de
novos mestres e, também, a producdo de material didatico para apoio ao trabalho em sala de
aula.

A partir da reflex8o sobre as novas préticas implantadas, surge, nos IREM, uma
vertente de estudo destinada ndo s6 a produzir meios de atuar no ensino, mas preocupada,
também, em pesquisar, cientificamente, os processos implantados na Educacdo Matemética.
Inicia-se, entdo, a linha francesa de estudo da Didética da Matematica, também denominada
Didética Francesa, que tem como objetivo, segundo Gévez (1996), averiguar como
funcionam as situagbes didéticas, isto € quais caracteristicas de cada Situagdo s&o
determinantes para a evolugdo do comportamento dos alunos e, conseqientemente, de seus
conhecimentos.

Essa vertente de estudo da Didética da Matemética tem, como principal caracteristica,
aformalizacdo conceitual de suas constatagOes préticas e teoricas, trazendo, assim, uma maior
objetividade as nocdes didaticas. Trata-se de uma visdo que prioriza, duplamente, o estudo da
didética matematica através de conceitos, uma vez que trabalha com o problema da formagdo
de conceitos matematicos e, também, com a formagdo de conceitos didéticos envolvidos no
processo de aprendizagem da Matemética. (PAIS, 2002).

Antes de prosseguir, é necess&rio definir a expressdo “Didatica da Matematica’,
evitando que seja confundida com a disciplina de Didatica Aplicada ao Ensino de Matemética
e levando em consideracdo que, na Francga, é utilizada para representar a area de pesguisa
educaciona da Matemética.

Pais (2002) define Didética da Matematica como

[...] uma das tendéncias da grande area de educagcdo matematica, cujo objeto de

estudo é a elaboragcdo de conceitos e teorias que sgam compativeis com a
especificidade educacional do saber escolar matemédtico, procurando manter fortes
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vinculos com a formacdo de conceitos mateméticos, tanto em nivel experimental da
prética pedagdgica, como no territério tedrico da pesguisa académica. (p. 11).

Fica claro, entdo, que a Didatica da Matematica € uma vertente da Educacéo
Matematica que tem, como cerne de pesquisa, a elaboracdo de conceitos relacionados a
construcdo do conhecimento matemético, tanto no nivel pratico, aplicado, quanto no nivel
académico de pesquisa. Nao tem como objetivo criar receitas de solu¢cdo ou modelos que
resolvam determinados problemas de aprendizagem, mas, a partir de suas pesguisas, podem-
se construir propostas pedagogicas capazes de contribuir para uma melhor compreensdo do
processo de aprendizagem da Matemética e seus conceitos, o que € imprescindivel para a
evolucdo do ensino.

4.2.1 Conceitos da Didética Francesa

Para melhor situar as idéias de Raymond Duva sobre registros de representacéo
semiGtica, trago, inicialmente, uma revisdo de conceitos didéticos envolvidos no processo de

aprendizagem da M atemética atribuidos a Didética Francesa.

4.2.1.1 Transposicao Didatica

No desenvolvimento da atividade docente, vérias etapas sdo percorridas. Uma das
mais importantes consiste na escolha dos contetidos que faréo parte do curriculo escolar. O
conjunto desses contelidos, denominado “saber escolar”, tem sua procedéncia no saber
cientifico. Ao longo do processo, que se inicia na escolha dos contelidos e vai até a sala de
aula, os objetos de ensino sdo submetidos a transformacdes e influéncias, 0 que acaba por dar
a0 saber escolar caracteristicas peculiares, distintas dagquelas do saber cientifico. A nogdo de
transposicdo didatica tem como foco o estudo de todo esse processo evolutivo cercado de
influéncias e que envolve diversos segmentos da &rea educacional. (PAIS, 1999).

O saber cientifico é caracterizado pelo seu formalismo e pela sua linguagem
codificada. E apresentado em artigos, dissertacdes, teses e livros, associado & vida acad@mica,
mesmo que nem toda producdo académica origine um saber cientifico. O saber escolar
representa 0 conjunto de contetdos formadores da estrutura curricular. N&o deve ser
apresentado na mesma linguagem, tal como se encontra em textos técnicos. Conforme
D’ Amore (2007), “a transposicéo didética consiste em extrair um elemento de saber do seu

contexto (universitério, social, etc.) para recontextualizd&lo no ambiente sempre singular,
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sempre unico, da propria classe’. (p. 226). Nesse aspecto, enquanto o trabalho cientifico se
caracteriza pela descoberta da ciéncia, no trabalho docente, predomina a simulagéo dessas
descobertas.

Nesse sentido, conforme Chevallard (1985),

Um contetdo do conhecimento, tendo sido designado como saber a ensinar, sofre
desde entdo um conjunto de transformacfes adaptativas que véo tornélo apto a
tomar o0 seu lugar entre os objetos de ensino. O “trabalho” que, de um objeto de
saber a ensinar faz um objeto de ensino, é chamado transposicdo didatica. (p.39.
Grifos do autor).

No hiato entre o saber cientifico e o saber escolar, nascem as criagdes didéaticas,
sustentadas por recursos didéticos criados pelos professores e que transcendem os conceitos
do saber matemético. Entretanto, segundo D’ Amore (2007), a transposicao didatica ndo pode
ser dirigida e orientada, em todas as suas passagens, pelo professor. Os sistemas didaticos®
sdo determinados, em sua natureza e funcionamento, por fatores que transcendem o docente,
como o0 quadro ingtitucional, os materiais disponiveis e as decisdes dos legisladores,
consel heiros pedagdgicos e pais dos estudantes.

O estudo da trajetdria do saber escolar permite identificar as influéncias a que é
submetido, tanto provenientes do saber cientifico como de outras fontes. Tais influéncias ndo
se manifestam apenas no que diz respeito a selecdo do conteldo escolar: vao aém,
interferindo na estruturacdo de valores, objetivos e métodos que conduzem o sistema de
ensino.

Esse aspecto, das diferentes transposicoes didéticas, fica claramente caracterizado ao
se compararem as diferentes defini¢des de funcdo adotadas em escolas atual mente. Enquanto,
em algumas delas, define-se funcédo a partir da nogdo de variavels, em outras, trabalha-se o
mesmo contelido em termos da relagdo binaria entre dois conjuntos. O mesmo objeto de
estudo sofreu diferentes acBes no caminho percorrido entre o saber cientifico e o saber
escolar. Sua transposicéo didéticainiciou idéntica, ou seja, 0 mesmo contetido foi selecionado
para o curriculo, mas, a partir disso, diferentes escolhas foram feitas, fazendo com que o saber

ensinado®*, desenvolvido em cada caso, fosse distinto.

% Um Sistema Didético é definido por Chevallard como um objeto pré-existente, “dotado de uma necessidade
prépria, de um determinismo préprio (...) objeto tecno-cultural cujo funcionamento se inscreve na historia.”
(apud D' AMORE, 2007, p. 225).

% Segundo Pais (2002), o saber ensinado é aquele registrado no plano de aula do professor.
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4.2.1.2 Contrato Didético

Na relacdo entre professor e aluno, criam-se, habituamente, constantes de
comportamento, regras que funcionam como clausulas de um contrato. Essas regras sdo,
quase na sua totalidade, implicitas e revelam-se apenas quando sdo transgredidas. O conjunto
dessas clausulas, as quais estabelecem as bases das agdes dos professores e alunos na sua
relacdo em busca da construcdo do conhecimento, € denominado contrato didatico. (SILVA,
1999).

Pode-se, portando, definir contrato didatico como uma funcéo de relacéo didética de
trés variaveis: professor, aluno e conhecimento. Segundo Brousseau (1986), quando um aluno

ndo consegue resolver um problema proposto, o professor tem a obrigacéo social de gjuda-lo.

Ent8o, surge uma relagdo que determina — explicitamente, de certa forma, mas
sobretudo implicitamente — o que cada participante, 0 mestre e o estudante, tem a
responsabilidade de gerar e um serg, de uma forma ou de outra, responsavel perante
0 outro. Este sistema de obrigacBes reciprocas parece um contrato. O que nos
interessa aqui é o contrato didatico, isto é, a parte desse contrato que é especifica do
“contedido”; o conhecimento matematico visado. (p. 51. Grifos do autor).

Entretanto, é importante a consciéncia de que os trés elementos — professor, aluno e
saber - ndo subsistem isoladamente de certas fontes de influéncia como o cotidiano, 0 espagco
da sala de aula, ainstituicdo escolar, a comunidade de especialistas em educacdo e, mesmo, a
sociedade de formamais ampla. (PAIS, 2002).

A escola e caracterizada, historica e culturalmente, por umainteracdo entre professor e
aluno, da qual se infere um determinado conjunto de atitudes, de normas, ou sga, um
comportamento pressuposto. Ao professor cabe garantir ao aluno as condigbes para a
construcdo do saber escolar, planegjando atividades com o objetivo de facilitar a elaboragdo do
conhecimento, incentivando a sua participacdo nesse processo e verificando em que nivel o
conhecimento foi desenvolvido. Percebendo que a aprendizagem ndo aconteceu de forma
satisfatoria, cabe-lhe, ainda, retomar o conteldo através de uma nova abordagem. Ja ao
estudante cabe adaptar-se as diretrizes, as atividades propostas e ab meio de comunicagdo
social estabelecido no ambiente escolar. Ha, pois, por parte do professor e do aluno, uma
expectativa mitua quanto ao papel que cada um deve desempenhar e gquanto ao

comportamento do outro.
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Nesse sentido, segundo D’ Amore (2007),

Podemos pensar no contrato didatico como um conjunto de regras, com verdadeiras
e préprias clausulas, na maioria das vezes, ndo explicitas (muitas vezes, aliés, nao
realmente existentes, mas criadas pelas mentes dos personagens envolvidos na acéo
didética, paratornar coerente um modelo de escola, ou de vida escolar, ou de saber),
gue organizam as relacfes entre o contelido ensinado, os alunos, o professor e as
expectativas (gerais ou especificas) no interior da classe, nas aulas de Matematica.
(p. 116. Grifo do autor).

E importante ressaltar que o contrato didético esta ligado ao processo de ensino
adotado pela escola e a pratica pedagdgica do professor. Em Matemética, a agdo docente mais
comum esté relacionada a aulas expositivas, que destacam os conceitos e contelidos mais
importantes, e a indicacdo de exercicios a serem resolvidos com a aplicacdo dos estudos
realizados em sala de aula. O professor cumpre seu contrato com aulas-palestras e com a
proposi¢do de tarefas. Ja o aluno cumpre sua parte desse contrato se compreende a aula, de
forma satisfatoria ou ndo, e se propondo a resolver 0s exercicios, corretamente ou ndo. Se o
aluno ndo compreender a aula ou ndo conseguir resolver os exercicios, cabe ao professor dar-
Ihe auxilio ou voltar a enfatizar os conceitos ndo construidos.

Também é relevante ressaltar que, na construcéo da relagdo do contrato didético com o
Ensino de Matemética, segundo Pais (2002), deve-se considerar que certas caracteristicas do
saber matematico, tais como abstracdo, formalismo e rigor, condicionam algumas das
clausulas implicitas desse contrato, gerando, assim, peculiaridades habituais de concepcdes

dos professores de Matematica.

4.2.1.3 Situagdes Didaticas

O conhecimento matemético adquire significado de acordo com a forma didética na
qgual o contelido é explorado. O envolvimento do aluno esta relacionado as atividades
propostas através de momentos especiais da prética pedagdgica, denominados “situactes
didéticas’. E conveniente, porém, definir inicialmente o conceito de situacZo a-didatica.

Uma situacéo é dita a-didatica, segundo D’ Amore (2007), quando estdo em jogo o
aluno e o conhecimento a ser construido, sem a influéncia do professor (no caso em
particular). O trabalho realizado pelo estudante ndo est4 vinculado a uma obrigacéo didética
Ele faz tentativas, verifica a ineficiéncia dessas, reconstroi sua estratégias de resolucéo e
modifica seu sistema de conhecimentos, interagindo com os elementos do ambiente. Ocorre,

entdo, a construcéo do conhecimento n&o institucionalizado.
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Estabelecido o conceito de situagéo a-didatica, Brousseu (apud D’ Amore, 2007) define

situacao didética como um modelo no qual o professor trabalha para:

[...] fazer com que o auno devolva uma situagdo a-didatica que provoque nele a
interacdo mais independente e fecunda possivel. Por isso comunica ou se abstém de
comunicar, de acordo com o0 caso, informagdes, perguntas, meétodos de
aprendizagem, heuristicas. (p. 234).

Trata-se da construcdo de relacdes pedagdgicas envolvendo o professor, 0 aluno e 0
saber, na busca da redescoberta do conhecimento matemético. Essa tarefa ndo € simples e
somente fard sentido aos olhos do aluno, se for muito bem estruturada e refletida. O professor
ndo deve apenas comunicar 0 conhecimento, mas deve, também, propor problemas,
transferindo a responsabilidade para o aluno e trabalhando com ele no sentido de fazé-lo
encarar 0 problema como sendo seu, € ndo apenas como um trabalho imposto. Se 0 aluno
considera o problema como seu e se dedica a sua resolugdo, acangando-a, entéo se inicia o
processo de aprendizagem. No intervalo entre o enunciado do problema e a sua resolugéo,
véarias etapas s80 percorridas e, nessas etapas, situacdes didéticas diversas sdo necessarias para
a evolucao da construcéo do conhecimento. (FREITAS, 1999).

Segundo Brousseau (1996), para que o auno construa 0 conhecimento, cabe ao
professor a busca de situacdes apropriadas, capazes de se transformarem em situactes de
aprendizagem. Para que iSsO ocorra, € necessario que a resposta inicial do aluno frente ao
problema proposto ndo sgja a que se desgja ensinar, pois, se fosse necessario o conhecimento
que se deseja construir para responder a questéo, ndo seria uma situacéo de aprendizagem. A
resposta inicia deve servir para a elaboracdo de uma estratégia que, na seqiiéncia, se mostre
ineficaz, fazendo com que o auno sga impelido a realizar modificagdes no seu sistema de
conhecimentos para acancar a resposta. Quanto mais profundas forem as modificagdes, mais
significativa sera ainteracéo do aluno com o saber em construcao.

Sob esse enfoque, o trabalho do professor consiste em contextualizar o conteido e
propor uma situacdo de aprendizagem capaz de construir valores educativos, contribuindo
para que o aluno elabore seus conhecimentos a partir de sua resposta pessoal as perguntas
propostas. Sem a correlagdo entre o saber e a realidade, priorizando-se o contexto
simplesmente matemético e fugindo-se dos campos de significados do estudante, torna-se
improvavel a construcdo do saber escolar e criase uma confusdo entre esse e 0 saber

cientifico.



38

4.2.1.4 Obstaculos

Na evolucdo da construcdo de um conhecimento, passa-se, invariavelmente, pela
confrontagdo e rejeicdo de conhecimentos prévios. Nesse sentido, os obstaculos ndo sdo
provenientes da falta de conhecimento: sdo conhecimentos antigos, sedimentados pelo tempo,
e gque resistem a construcéo de novas idéias que ameacem a estabilidade intelectual de quem
0s detém.

Nesse contexto, conforme D’ Amore (2005),

Obstaculo € uma idéia que, no momento da formag&o do conceito, foi eficaz para
enfrentar os problemas (mesmo que apenas cognitivos) precedentes, mas que se
revela ineficaz quando se tenta aplicala a um problema novo. Dado o sucesso
obtido (alias, principalmente devido a ele) tende-se a conservar aidéiajaadquiridae
comprovada e, apesar da faléncia, busca-se salvala: esse fato, porém, termina por
ser uma barreira para as aprendizagens sucessivas. (p. 104).

Os obstaculos tém uma relacdo peculiar com a Matemética. Apesar de essa ciéncia
apresentar em certa regularidade no seu desenvolvimento, ndo apresentando rupturas
provenientes de novas concepcdes que, ao surgirem, invalidem as anteriores, a construcdo de
cada conceito e conteldo especifico ndo € linear. Na formulagcdo de novas teorias, 0
matematico reflete sobre um caldeiréo de idéias, sem ordem definida, produzidas em um fluxo
ndo linear, ao contrério da apresentacdo exposta na literatura, com axiomas, lemas, teoremas e
corolé&rios. N&o se pode, entdo, desconsiderar a ocorréncia de processo semelhante na
construcdo do conhecimento escolar.

Na educacdo matemética, os obstéculos se fazem mais presentes na fase de construcéo
da génese das primeiras idéias, que normal mente ndo estdo presentes naredacdo final do texto
do saber. A apresentacdo final do conhecimento construido nédo explicita essas dificuldades.
Nesse sentido, h& a necessidade de se considerar a dificuldade da aprendizagem matematica
proveniente dessa lacuna entre o processo de sintese do conhecimento e sua redacdo. Ao se
iniciar 0 contato com um conceito inovador, pode ocorrer uma revolugdo interna, rompendo
0s lacos existentes com o saber cotidiano ja estabelecido e levando o sujeito a passar do seu
mundo particular aum quadro mais vasto deidéias. (PAIS, 2002).

A idéa de obstaculo didético esta ligada as escolhas feitas pelo docente (projeto,
curriculo, método) com o objetivo de otimizar esse processo de generalizacdo de idéias,
indispensavel para construcdo de conceitos matematicos. O professor faz sua transposicéo

didética, acreditando que suas opcdes tornardo o processo de construcdo do conhecimento



39

matematico mais eficaz, 0 que realmente ocorre para determinados estudantes, mas néo para
todos. Aos aunos ndo pertencentes ao primeiro grupo as escolhas feitas pelo docente em
relacdo a metodologia de ensino se constituem um obstacul o didético.

Ja o conceito de obstaculo epistemol 6gico, enfocando a evolucdo discente em relacéo
ao saber escolar, no que concerne a sua aplicacdo na educacdo matemética, esta ligado aquele
obstaculo que acarreta a resisténcia a um saber ma adaptado. Seu estudo pode levar a
interpretacdo de alguns erros comuns e ndo aleatorios presentes no ensino de alguns tépicos
daMatemética. (IGLIORI, 1999). Bachelard (1996) descreve que

E em termos de obstaculos que o problema do conhecimento cientifico deve ser
colocado. E néo se trata de considerar os obstacul os externos, como a complexidade
e a fugacidade dos fendbmenos, nem de incriminar a fragilidade dos sentidos e do
espirito humano: € no dmago do préprio ato de conhecer que aparecem, por uma
espécie de imperativo funcional, lentiddes e conflitos. E ai que mostraremos causas
de estagnacéo e até de regressdo, detectaremos causas de inércia as quais daremos o
nome de obstéacul os epistemol égicos. (p. 17).

Dessa forma, pode-se concluir gue 0s erros ndo sdo, necessariamente, vinculados a
ignoréncia, a falta de conhecimento. Sdo, pelo contrario, em muitas situagdes, fruto de um
conhecimento que outrora produziu resultados positivos, resistindo, assim, ao se confrontar

com fatos novos e mais abrangentes.

4.2.2 Registros de Representacdo Semidtica

No estudo dos mais diversos campos da Matematica, ha a necessidade de se trabal har
com variadas representacdes, com vistas a uma melhor visualizacdo do objeto de estudo e,
consegiientemente, de uma comunicagdo mais efetiva. Esta caracteristica se faz presente, de
maneira muito evidente, ao se trabalhar com fungdes, uma vez gque se pode representar uma
funcéo algébrica ou graficamente, bem como através de tabel as e diagramas.

Segundo Damm (1999),

A matematica trabalha com objetos abstratos. Ou sgja, 0s objetos matematicos ndo
sdo diretamente acessiveis a percepgdo, necessitando para sua apresentacdo o uso de
uma representacdo. Neste caso, a representacdo através de simbolos, signos,
codigos, tabelas, gréficos, agoritmos, desenhos é bastante significativa, pois permite
a comunicagdo entre os sujeitos e as atividades cognitivas do pensamento,
permitindo registros de representacdo diferentes de um mesmo objeto matemdtico.
(p. 137).
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Raymond Duval, filosofo e psicdlogo francés, desenvolveu extensa pesquisa na area
de Educacdo Matematica, enfocando as diversas representacdes mobilizadas na visualizacéo
de objetos mateméticos. Buscou a construcdo de um modelo de funcionamento cognitivo do
pensamento, a partir da mudanca de registros de representagdo semidtica. Duval (2006)
caracteriza representacdes como simbolos e suas associagdes complexas, que sdo produzidas
de acordo com determinadas regras e que permitem a descricdo de um sistema, um pProcesso,
um fendbmeno, um objeto de conhecimento.

Segundo Duva (1999), a utilizagdo de registros de representagdo semidtica na
construcdo do conhecimento matemético é fundamental, pois,

[...] diferentemente de outros campos do conhecimento (botanica, geologia,
astronomia, fisica), ndo ha outras maneiras de se obter acesso aps objetos
mateméticos a ndo ser através da producdo de registros de representacdo semidtica.
Em outros campos de conhecimento, representaces semidticas sdo imagens ou
descricBes de fendmenos do mundo real aos quais podemos ter acesso perceptual e

instrumental sem a utilizagdo dessas representacfes. Em Matematica esse ndo é o
caso. (p. 4).

Um grafico, uma tabela, diagramas, notacGes simbdlicas, expressdes algébricas, sdo,
costumeiramente, utilizados para representar objetos, contelidos, conceitos matematicos.
Porém, apesar de a representacdo semidtica ser condicdo fundamental para se obter acesso ao
pensamento matematico, ndo se deve confundir os objetos matematicos com a representacéo
utilizada. O objeto matematico é o representado, € abstrato, enquanto sua representacéo € o
representante, ou sgja, o que é utilizado em seu lugar.

Sobre esse paradoxo cognitivo do pensamento matematico envolvendo o acesso a
objetos matematicos a serem conceitualizados e suas representagdes, D’ Amore (2005) afirma
que,

[...] de um lado, o estudante ndo sabe que esta aprendendo signos que estdo no lugar
de conceitos e que deveria estar aprendendo conceitos; de outro lado, se o professor
nunca refletiu sobre o assunto, acreditaré que o estudante esté aprendendo conceitos,

enquanto ele estd, na realidade, “aprendendo” apenas a utilizar signos. (p. 52. Grifo
do autor).

Nesse sentido, de acordo com Elia e Spyrou (2006), ao se trabalhar com funcdes, a
distingdo entre essas e as ferramentas (representactes) utilizadas para descrever suas leis é
uma das condicOes essenciais para a compreensdo desse conceito. Os autores também
afirmam que a compreensdo do conceito de funcdo ndo é uma tarefa facil, dada a diversidade
de representagOes utilizadas e as dificuldades encontradas pelos estudantes em fazer conexdes

entre elas, sga pela deficiéncia na utilizacdo de representacfes distintas, causada, muitas
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vezes, pela concentracéo do trabalho docente na representacéo algébrica, seja pelainabilidade
de coordenacéo entre representacoes.

Conforme Duval (2003), considerando gue o objetivo do ensino de Matemética no
nivel médio e, até mesmo, no que diz respeito as disciplinas de formacdo inicial de Célculo
Diferencial e Integral, ndo é formar matematicos pesquisadores, mas contribuir para o
desenvolvimento da capacidade de raciocinio, de andlise e de visualizacdo do auno, faz-se
necessaria uma abordagem cognitiva no ensino dessa ciéncia. O desenvolvimento dessas
capacidades acaba por construir as ferramentas necessérias para uma compreensdo dos
contetidos estudados.

Duval (2003) afirma que a originalidade da atividade matematica esta na mobilizacdo
simultanea de a0 menos dois registros® de representacdo, ou na possibilidade de trocar, a
todo o momento, de registro. Para que ocorra essa mobilizacdo, h4 a necessidade da
transformacéo de uma representacdo em outra. Essa transformacéo se caracteriza pela

mudanca na forma pela qual o conhecimento € representado. Segundo Duval (2006),

O papel dos sistemas de representagdo semidtica ndo é apenas designar ou
comunicar objetos matematicos, mas também trabalhar em objetos matematicos e
com eles. Nenhum tipo de processo matemdtico pode ser utilizado sem o uso de um
sistema de representagcdo semidtica, pois 0 processo matematico sempre envolve a
substituicdo de uma representacdo semidtica por outra. O papel dos simbolos em
matemética ndo é ser substituto de objetos, mas de outros simbolos! O importante
ndo é arepresentacdo, mas a sua transformacdo. (p. 107).

Nesse contexto, existem dois tipos de transformagdes que se distinguem
diametralmente: o tratamento e a conversao.

Caracteriza-se como tratamento a transformacéo de uma representacdo semidtica em
outra, sem que, com isso, Se saia de um mesmo registro, ou sgja, O tratamento € uma
transformac&o interna ao registro. Como exemplo, tem-se 0 caso de encontrar 0s zeros de uma
funcdo usando apenas manipulacbes algébricas. Obtém-se o resultado esperado através da
transformacdo da expressdo agébrica da funcdo dentro de um mesmo sistema de
representacao:

f(X)=x*+3x= f(x)=x(x+3)

Sef(x)=0entdo x(x+3)=0 e x'=00u X"=-3

Figura 1 — Transformacao por tratamento

% Segundo Duval (2003, p. 14), “para designar os diferentes tipos de representacdes semidticas utilizados em
matematica, falaremos, parodiando Descartes, de ‘registro’ de representacéo”.
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A conversao, por suavez, € atransformacdo de uma representacéo semiotica em outra,
na qual ocorre mudanca de registro, mas se conserva 0 mesmo objeto denotado. Um caso de
conversdo é a transformacdo de uma funcdo de sua representacdo algébrica para a

representacdo grafica

fx) =2 —_—
0, 1)

A J

Figura 2 — Transformac&o por conversdo

A conversdo €, conforme Duval (2003), uma transformacdo mais complexa que o
tratamento, pois a mudanca de registros prevé a capacidade de reconhecimento do mesmo
objeto em duas representacdes cujas visualizagdes sdo distintas e de explicar as propriedades e
0s aspectos diferentes de um mesmo objeto. H4, de acordo com Duval (2006), na atividade de
conversao, dois tipos de fenbmenos gque se podem observar: as variagdes de congruéncia e de
ndo congruéncia e a heterogenei dade nos sentidos de converséo.

Nos casos nos quais a conversao se assemelha a uma simples codificagdo, pois a
representacao final no registro de chegada transparece na representacéo inicial no registro de
saida, caracteriza-se uma congruéncia. Ja, se a representacéo final ndo transparece nainicial,
caracteriza-se a ndo-congruéncia.

O fendmeno da heterogeneidade no sentido da conversdo aborda o fato de que nem
sempre a conversdo acontece quando se inverte a ordem dos registros. No estudo das fungoes,
a construcdo de graficos a partir da lei de formacdo da funcéo ocorre naturalmente, enquanto

que a definic¢éo da forma algébrica de uma funcéo dada graficamente, em geral, ndo acontece
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com a mesma espontaneidade. Conforme Duval (2003),

Geralmente, no ensino, um sentido de conversao € privilegiado, pelaidéa de que o
treinamento efetuado num sentido estaria automaticamente treinando a conversdo no
outro sentido. Os exemplos propostos aos alunos sdo instintivamente escolhidos,
evidentemente, nos casos de congruéncia. Infelizmente esses ndo sdo 0s casos mais
freglientes. (p. 20).

A partir dessa andlise, fica caracterizada a diferenca entre os dois tipos de
transformac&o. Engquanto o tratamento ocorre internamente ao registro, a conversao ocorre
entre diferentes registros de representacdo, sendo, portanto, externa ao registro inicial. Nesse
sentido, D’ Amore (2005) afirma que

A construcdo do conhecimento matematico depende fortemente da capacidade de
utilizar varios registros de representacdo semidtica dos referidos conceitos.
representado-os em um dado registro; tratando tais representagdes no interior de um

mesmo registro; fazendo a conversdo de um dado registro para outro. (p. 62. Grifos
do autor).

Duval (2003) afirma que, no estudo da Matematica, diferentemente de outras ciéncias
baseadas na experimentacdo e observacdo, € essencia que o aluno aprenda a reconhecer um
objeto de estudo através de multiplas representacdes que, por sua vez, podem ser feitas em
diferentes registros de representacdo. O autor afirma que a utilizacdo de a0 menos dois
registros de representacdo simultaneamente € a Unica possibilidade para ndo se confundir o
objeto de estudo com o conteldo de uma representacdo. Ressalta, também, que o
desenvolvimento dessa habilidade é fundamental para que o auno possa, de forma
independente, transferir ou modificar formulacdes e representactes de informacfes durante a
resolucéo de um problema.

Assim, de acordo com Duval (2003), surge como enganadora a idéia de que existe
uma oposicdo entre a compreensdo conceitual ou mental e as representacbes semioticas,
caracterizadas como externas. Muitas vezes, a compreensdo puramente mental nada mais é
que ainteriorizaco de uma representagdo semiotica.

Conforme Elia e Spyrou (2006), caso a capacidade de trabalhar com as transformacgdes
de representagdes entre diferentes registros ndo seja construida, evidencia-se um fenémeno
denominado “compartimentalizagdo”, que se caracteriza pela dificuldade cognitiva que surge
com a necessidade de conversdes em situacfes matematicas mais complexas. Nesse sentido,
0S registros de representacdo ficam compartimentalizados, enquanto 0 pensamento

matematico permanece fragmentado.



Os estudantes podem responder e resolver tarefas envolvendo fungdes dentro de um
mesmo registro de representacdo correta e coerentemente, mas, a0 mesmo tempo, ndo obter o
mesmo sucesso em questdes que envolvem diferentes formas de representacdo de funcdes.
Nesse contexto, apesar de obterem sucesso em avaliagbes que priorizam o tratamento, o
conhecimento ndo é construido, e o fendbmeno de compartimentalizacdo se evidencia
Segundo Elia e Spyrou (2006), os estudantes, nesse caso, provavelmente consideram os
diferentes registros de representacdo como objetos matematicos diferentes e autbnomos, e ndo

como formas diferentes de representar uma mesma fungéo.
4.3 PSICOLOGIA DA EDUCACAO MATEMATICA

Outra vertente de trabalhos que envolvem também representacBes de objetos
mateméticos € formada por pesquisadores que tém apresentado resultados de investigactes
relacionadas ao sentido do numero, do simbolo e do gréfico, em encontros do grupo de
Psicologia da Educacdo Matemética (Psychology of Mathematics Education), PME, que
surgiu em 1976, na cidade de Karlsruhe, na Alemanha, durante o |11 International Congress
on Mathematics Education (ICME), a partir de uma dissidéncia dentro desse que era, até
entdo, o grupo de maior destague em Educacdo Matemdtica. O objetivo desses novos
pesguisadores era incentivar a pesquisa em Educacdo Matematica através de interaces e
cooperacdes entre psicologos, mateméticos e educadores matematicos.

Nesse contexto, a Psicologia da Educacéo Matematica surge como uma vertente de
pesquisa, reflexdo tedrica e aplicacdo pratica, que possui, como cerne, a andlise da atividade
matematica e, como objetivo principal, o oferecimento de subsidios psicolégicos para
discussdes envolvendo a Educacdo Matemdtica. As contribuicBes provenientes de suas
pesquisas se distinguem, principalmente, em trés aspectos. a preocupagdo com a atividade
mental do estudante real, inserido em um contexto peculiar, que percorrera as diversas etapas
de aprendizagem; a preocupacdo com a conceitualizacdo em Matematica; € 0 Compromisso
com a construcdo do conhecimento cientifico. (FALCAQ, 2003).

Os principais objetivos do grupo® sdo o contato internacional e a conseqiiente
troca de informacfes na area de Educacdo Matemética, o estimulo a pesquisa interdisciplinar
na érea, bem como o aprofundamento da compreensao dos aspectos psicol 6gicos envolvidos

no processo de ensinar e aprender Matemética.

% \/gjano link About PME em http://igpme.org.
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Neste texto, serd0 mencionadas, dentre os mais variados estudos e pesguisas

realizados por membros do PME, algumas expressdes que sdo destacadas nas producdes do

grupo.

4.3.1 Sentido das Representactes

O papel das representacdes na compreensdo e aprendizado de Matemética € uma
questdo central no seu ensino: a fata de competéncias para coordenar multiplas
representacbes de um mesmo conceito pode ocasionar inconsisténcias e atrasos na
aprendizagem. (ELIA; GAGATSIS, 2006). Ao se trabalhar com funcéo, ndo é diferente: faz-
se uso de diversas representagdes para construir 0 seu conceito e para transitar entre elas, na
busca da representacdo mais adequada a cada situacéo-problema ou construgdo a ser feita
Nesse sentido, Falcdo (2003) explica que,

No que diz respeito ao aluno, é importante considerar que, se 0S conceitos
mateméticos tém sempre uma contrapartida operatéria, referente a invariantes
psicoldgicos, sua construcdo e utilizacdo é sempre situada (ou sgja, referente a uma

situacdo concreta que contextualiza) e fortemente condicionada pelos suportes
simbdlicos disponiveis. (p. 57).

Ha, portanto, a necessidade de se trabalhar com os estudantes na construcdo
efetiva das representacbes dos conceitos que se desga explorar. O uso de multiplas
representacbes proporciona a0 auno a possibilidade de construir uma melhor
conceitualizacdo, e, por sua vez, a habilidade de conectar diferentes modos de representacéo
de uma situacdo-problema ou de um conceito, o que € fundamental para a constru¢do do
conhecimento matemético. (ELIA; GAGATSIS, 2006).

Cabe acrescentar, ainda, que, para o desenvolvimento da capacidade de utilizar
diversas representacfes em situacBes mateméticas, ou sgja, para uma compreensdo plena do
contelido em quest&o, € necessario que o estudante, primeiramente, construa o sentido de cada
uma dessas representagdes. Dessa forma, €le incorporara seus sentidos como partes
integrantes de si préprio e tera a capacidade de trazé-los a tona e de construir significados

sobre as representacOes, natural mente, aproximando-se da idéia de uma agdo reflexiva.
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4.3.1.1 Sentido do NUmero

Na construcdo do conhecimento matemético, € inconfundivel a importancia do papel
da representacdo numérica. Nessa perspectiva, surge a idéia, no final da década de 1980, de
estudar 0 que se caracterizaria como uma verdadeira compreensao dos nimeros, das relacdes
numeéricas, de seu poder e da sua utilidade na resolucdo das mais diversas situagoes-problema.
Surge, entdo, aidéia do Sentido do Numero como a convergéncia das capacidades de plangjar,
inferir, monitorar e interpretar cdculos aritméticos e, ainda, de perceber como 0s nimeros séo
af etados pel as operacdes que Ihes sdo aplicadas.

Segundo Cebola (2002),

[...] o sentido do nimero pode ainda definir-se como sendo a compreensao genérica
gue cada pessoa tem dos nimeros e das operagdes. Esta compreensado inclui ndo so a
capacidade, mas também a tendéncia que se possui para desenvolver estratégias
Uteis que envolvam nlmeros e operagbes como um meio de comunicagdo,

processamento e interpretacdo de informacdo, na resolucdo de problemas. (p. 226.
Grifos do autor).

Nesse aspecto, 0 Sentido do NUmero se torna algo pessoal, desenvolvido de formas
diferentes nas diversas individualidades que constroem seu conhecimento. Com a intencéo de
articular uma estrutura especifica, capaz de organizar e relacionar alguns componentes
comumente aceitos como manifestagdes do sentido do nimero, Mclntosh, Reys e Reys (apud
Pierce, 2001, p. 23) propdem um modelo, reproduzido a seguir, na figura 3, para
caracterizacdo bésica do Sentido do Numero.

Os autores afirmam, entretanto, que o quadro apresentado ndo € uma lista completa de
todos os aspectos possiveis do Sentido do NUmero, mas uma ferramenta que identifica

componentes observavel s importantes e os agrupa de acordo com temas comuns.,
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EXEMPLOSIMPORTANTES

1 ponheci mento e facilidade com
NUMEROS

1.1 Sentido de ordenagdo dos
ndmeros

1.2 Mlltiplas representacBes dos
ndmeros

1.3 Sentido de magnitude relativa e
absoluta dos nimeros

1.4 Sistema de comparactes

1.1.1 Valor posiciona

112 Reagdo entre tipos de
ndmeros

1.1.3 Ordenacdo dos varios tipos
de nimeros

1.2.1 Gréfical simbdlica

122 Formas numéricas
equivalentes (incluindo
decomposi ¢ao/recomposi ¢ao)

1.2.3 Comparacdo entre marcas de
referéncia

1.3.1 Comparando a um referencial
fisico

1.3.2 Comparando a um referencial
matematico

1.4.1 Matemético

1.4.2 Pessoal

2 Conheci imento e facilidade com
OPERACOES

2.1 Compreensdo do efeito das
operagdes

2.2 Compreensdo das propriedades
matematicas

2.3 Compreensdo das relacOes
entre operagbes

211 Operando com nUmeros
inteiros

212 Operando com fragles
/decimais

2.2.1 Comutatividade

2.2.2 Associatividade

2.2.3 Distributividade

2.2.4 |dentidades

2.2.5Inversos

2.3.1 Adicdo/multiplicacdo
2.3.2 Subtracdo/divisdo
2.3.3 Adicéo/subtracéo
2.3.4 Multiplicacdo/divisdo

3 Aplicagdo do conhecimento e
facilidade com nimeros e
operacles em AJUSTES
COMPUTACIONAIS

3.1 Compreensdo das relacOes
entre o contexto do problema e o
célculo necessario

3.2 Consientizacdo de
existem multiplas estratégias

que

3.3 Inclinagdo para utilizar um
método elou representacéo
eficiente

3.4 Inclinagdo para revisar, por
sensibilidade, dados e resultados

3.1.1 Reconhecer dados exatos ou
aproximados

3.1.2 Ter a consciéncia de que
solucbes podem ser exatas ou
aproximadas

3.21 Habilidade de criar elou
inventar estratégias

322 Habilidade de
diferentes estratégias
3.2.3 Habilidade de selecionar
estratégias eficientes

3.3.1 Facilidade em varios métodos
(mental, calculadora, papel e lépis)
3.3.2 Fecilidade para escolher
ndmero(s) eficiente(s)

3.4.1 Reconhecer a razoabilidade
de dados

3.4.2 Reconhecer a razoabilidade
de cdculos

aplicar

Figura 3 — Estrutura para considerar o sentido do niimero

Fonte: Pierce 2001, p. 23.
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4.3.1.2 Sentido do Simbolo

A partir daidéia de Sentido do NUmero, surge a indagacéo acerca da existéncia de seu
paraelo em algebra. Destaca-se, entdo, a importancia de um estudo sobre o Sentido do
Simbolo, considerando-se, principalmente, o fato de que, segundo Arcavi (1994), muitos
alunos, mesmo apds anos de instrucdo algébrica, constroem pouco significado sobre os
simbolos literais. Apesar de desenvolverem a capacidade de mangjar técnicas agébricas,
costumeiramente, ndo conseguem identificar a agebra como uma ferramenta para a
compreensdo, expressdo e comunicagcdo de generalidades, com o objetivo de estabelecer
conexdes e formular argumentos mateméaticos.

Em um passado ndo muito distante, a proficiéncia em rotinas mateméticas
manipulativas era a grande perspectiva no Ensino de Matematica. Entretanto, de acordo com
Fey (1990), a evolugdo tecnoldgica envolvendo computadores e calculadoras capazes de
construir graficos, trabalhar com manipulacbes simbdlicas e, até mesmo, com operacoes
envolvendo matrizes, sugere algumas novas possibilidades curriculares. Segundo o autor,
“estudantes do Ensino Médio podem lidar com questdes sobre varidveis, funcdes e relacdes
expressas em linguagem algébrica muito antes de dominar as regras de manipulacdo dessas
expressoes.” (p. 64).

Pierce (2001) destaca, entretanto, que a correta manipulacéo algébrica e os calculos
ainda sdo fundamentais para ascenséo para um nivel mais elevado de Matematica e afirma
que 0 uso de tecnologias no processo de construcdo do conhecimento matemético néo
significa que as maguinas resolverdo os problemas espontanea e isoladamente. Nesse sentido,
de acordo com Fey (1990),

Mesmo se as maquinas assumirem a maior parte da computagdo, ainda serd
importante para 0s seus usuarios plangar corretamente as operagdes e interpretar
com inteligéncia os resultados. O plangjamento de cél culos requer a compreensdo do
significado das operacfes — das caracteristicas das agdes que correspondem a vérias
operagdes aritméticas. A interpretacdo dos resultados exige o julgamento sobre a
probabilidade do dado de saida da maquina estar correto ou de que um erro possa ter

sido cometido na entrada dos dados, na escolha das operactes, ou no desempenho da
maquina. (p. 79).

Fey (1990) propde, entdo, a idéia do Sentido do Simbolo, fundamentado na
perspectiva de desenvolver nos alunos, além das tradicionais capacidades acerca de conceitos
e resolucdo de problemas, habilidades exigidas para trabalhar de forma efetiva com
expressdes ssimbdlicas e operacOes algébricas. A importancia da constru¢do do Sentido do

Simbolo baseia-se na exigéncia de um olhar critico dos estudantes frente as operactes
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realizadas, tanto por computadores como por calculadoras sofisticadas, que realizam, além de
clculos aritméticos, manipulacdes algébricas. Aceitando todos os dados de saida das

maguinas, pode-se homologar, por exemplo, a construcdo do grafico de uma fungdo como
f(x) =X2;24, que é simplificada para f (x) :iz' sem restricdes de dominio e sem a
X = X+

verificacdo de sua descontinuidade no ponto x=-2.

Nesse contexto, segundo Fey (1990), devem ser estimuladas e desenvolvidas para a
construcdo do Sentido do Simbolo as habilidades de:

a) a partir de uma expressao algébrica, inferir padrdes e ou representagdes graficas.
Por exemplo, dada a funcdo f(x) =3x+5, um estudante com o Sentido do Simbolo pode
esbocar 0 seu gréfico e perceber que se trata de uma fungcdo monétona e crescente em todo o
seu dominio.

b) fazer comparactes sobre a ordem de magnitude para funcdes com leis daforma n',
n? n°... Segundo Fey (1990), essa habilidade é uma “ponte” entre o sentido do nimero e o
sentido do simbolo.

¢) examinar uma tabela de valores, um gréfico ou informagdes verbais acerca de uma
funcdo e construir uma provavel representacdo algébrica que expresse o0 padréo estabel ecido.
Como exemplo, um aluno com o sentido do simbolo pode refletir sobre a informacéo de que
um estacionamento cobra uma taxa fixa de R$20,00 por més mais R$0,10 por dia de

utilizacdo e construir afuncéo f(x) =ax+b, ondef (x) €0 valor a pagar no més, a € o valor
pago por diade utilizacdo, e b € o valor fixo pago mensalmente, ou sgja, f(x) = 0,10x+ 20.

d) analisar operacdes al gébricas realizadas e predizer aforma do resultado, ou, a partir
do resultado, julgar a probabilidade de que a resolucéo tenha sido desenvolvida corretamente.
Exemplificando, um aluno deveria ser capaz de perceber naturalmente que, se o determinante
calculado para encontrar as raizes de uma funcéo do segundo grau for zero, funcéo ndo
pode ter duas raizes reais distintas.

e) escolher, entre as formas equivalentes, a mais apropriada para a resolugdo de
determinado problema. Por exemplo, um estudante com o sentido do simbolo pode perceber
que, em alguns casos, € mais simples fatorar a expressdo algébrica de uma funcdo para
encontrar suas raizes do que aplicar técnicas de calculo diferencial sem a devida reflexdo.

Arcavi (1994) vai aém, transcende a relagdo do sentido do simbolo com as novas

tecnologias e, apesar de evitar definir formalmente a expresséo, propde um conjunto de



50

comportamentos mais amplo que, na sua visao, demonstra a presenca do Sentido do Simbolo

e que consolida um objetivo desgjavel para a Educacdo Matematica. Segundo o autor,
A partir de exemplos reunidos, emerge um amplo espectro de interessantes formas
de compreensdo dos significados. Uma destilagdo do nicleo do que observel me
levou a propor uma definicdo de “sentido dos simbolos’. Uma defini¢do desse tipo
pode passar a ser um meio para captar a idéia, refinéla e converté-la em operativa,
sgja como um marco para investigar a aprendizagem (de dgebra) ou como uma
ferramenta para desenhar o0 ensinar, ou para ambos. Portanto, a definicdo, longe de

ser fixa e edtrita, € mais bem uma ferramenta de trabalho para estimular novas
reflexdes. (ARCAVI, 2007, p. 1).

Nesse contexto, Arcavi (1994) destaca o Sentido do Simbolo como uma apreciacéo,
uma compreensdo, um instinto complexo e multifacetado em relagcdo aos simbol os e propde o
seguinte conjunto de comportamentos gque, na sua concepcdo, caracterizam a existéncia do
Sentido do Simbolo:

a) ter uma compreensdo sobre o poder dos simbolos, tendo-os sempre presentes e
disponiveis pararefletir criticamente sobre quando podem e devem ser utilizados para indicar
relacoes, generalizacles e provas que, de outra forma, estariam escondidas, invisive's,

b) ter o sentimento de quando os simbolos devem ser preteridos sga por uma
representacdo mais adequada a situacdo envolvida, seja para encontrar uma solucdo mais
elegante ao problema proposto;

¢) ir além da manipulacdo algébrica, complementando-a com a leitura dos significados
das representacdes simbdlicas envolvidas na resolugdo de um problema;

d) ter a consciéncia de que informacfes verbais ou gréficas, necessarias para a
evolucdo da resolucéo de um problema, podem ser expressas algebricamente e ter, também, a
habilidade de construir a expresséo al gébrica desejada dentro das condicdes apresentadas;

€) ter a habilidade de escolher uma representaco simbdlica para um problema e, se
necessario, ter a capacidade reconhecer aincorrecdo da opcao e de buscar uma representacéo
mai s adequada;

f) perceber a necessidade constante de buscar significados nos simbolos e nas
manipulacbes algébricas no processo de resolucdo de um problema e compara-los com a
expectativa criada intuitivamente para o problema;

g) perceber que os simbolos podem desempenhar papéis diferentes em diferentes
contextos e construir, assim, uma nocado dessas diferencas.

Arcavi (1994) afirma, porém, que, apesar de a idéia de uma lista de comportamentos
capazes de indicar a presenca do sentido do simbolo ser tentadora, esta lista esta longe de ser

exaustiva e de contemplar todas as possibilidades de expressdo da presenca desse sentido.
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Novos comportamentos e habilidades podem complementar essa idéia e uma definicéo
satisfatoria do Sentido do Simbolo deve se pautar pela unido de idéias filosoficas e tedricas

com detalhadas observactes da prética de resolucdo de problemas.

4.3.1.3 Sentido do Gréfico

No processo de ensino e aprendizagem, o recurso grafico € de distinta importancia.
Com efeito, cotidianamente, surgem situagOes nas quais esse tipo de representacdo se faz
presente, seja em questBes expostas por meio de gréficos ja construidos, segja através de sua
utilizacdo em situagcdes-problema dificeis de serem resolvidas ou comunicadas através de
outras representactes e que sdo simplificadas por essa visualizacdo aternativa e também pela
interacdo entre o sujeito e a nova representacdo do objeto matemético.

Segundo Arcavi (1999), a visualizacio®’ esta presente de forma muito efetiva na vida
do ser humano atual, uma vez que as informacbes sdo transmitidas, em sua maioria,
visuamente e que a tecnologia desenvolve e possibilita comunicacdo essencialmente visual.
Nesse sentido, considerando que o estudante se insere nesse contexto, a visualizagdo tem um
papel importante na formagdo matematica, principalmente, quando a solucéo visua de um
problema possibilita ao aluno a construcdo de relagdes entre conceitos e significados que, em
uma abordagem estritamente algébrica, ndo sdo construidas.

Considerando-se a importancia da visualizagdo no processo de construgdo do
conhecimento matemético, destaca-se, de forma inconfundivel, o papel central da
representacao grafica, que permite a percepcao e a visualizacdo de uma ampla gama de dados
assim como a possibilidade de se olhar além desses dados, realizando-se interpretacdes e
inferindo outras informagoes.

Arcavi (1999) traz como exemplo 0 exercicio que questiona as caracteristicas comuns
da familia das fungdes lineares da forma f(x) = ax+a. A solucdo meramente algébrica do
problema implica apenas uma simples manipulagdo, f(x)=a(x+1), e sua interpretacéo,
concluindo-se que, independentemente dos valores de a, todas as fungdes passam pelo ponto
(-1, 0). Contudo, a partir da construcéo grafica da questdo (ilustrada a seguir), os estudantes
podem construir solucdes envolvendo maior nivel de abstracdo, raciocinio e relagdo entre

conceitos. Assim, se a é o coeficiente angular e também o coeficiente linear da funcéo e

%" Definida pelo autor como a habilidade, o processo e o produto da criacdo, interpretacéo e reflexdo sobre as
mais diversas representactes e que tem como objetivo a comunicac8o de informacfes, o pensamento sobre os
objetos representados e o desenvolvimento de idéias anteriormente desconhecidas.
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sabendo-se que o coeficiente angular € a tangente do angulo formado pela reta construida e o
sentido positivo do eixo X, sendo tangente obtida pela raz&o entre o cateto oposto e o
cateto adjacente ao referido angulo no tridngulo formado pela intersecdo entre a reta e 0s
eixos ordenados, conclui-se que o cateto adjacente sb pode ter medida igual a 1. Ou ainda,

sgja qual for o vaor de a, todas as fungbes da familia f(x) =ax+a passam pelo ponto
(-1, 0).

éa)

A J

(-laoy 1

Figura 4 — Representacdo graficadef(x) = ax + a

A compreensdo de um gréfico, porém, ndo € um processo simples. Diferentemente do
gue normalmente se pensa, esse processo ndo estd relacionado apenas a sua leitura e
interpretacdo, mas vai além, chegando ao ideal de construir graficos, entender a relacéo
existente entre os dados utilizados e inferir outros comportamentos. Nesse contexto, segundo
Kramarski (2004), a construcdo € muito diferente da interpretacdo. Enquanto a interpretacéo
se fundamenta na reacdo do estudante, a construcéo de um gréafico requer o desenvolvimento
de idéias que geramente estdo implicitas.
De acordo com Friel, Curcio e Bright (2001),
Em geral, a compreensdo de informagéo escrita ou simbdlica envolve trés tipos de
comportamentos que parecem estar relacionados a compreensdo gréfica, translacso,
interpretacdo e extrapolacdo/interpolacdo. Translacédo requer a mudanca daforma de
comunicacdo. [...] Interpretacdo requer um rearranjo de material e a separacéo dos

fatores importantes dos menos importantes.[...] Extrapolacdo e interpolagéo,
consideradas a extensdo da interpretacdo, requerem declarar ndo apenas a esséncia
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da comunicacdo, mas também identificar algumas de suas consequéncias. No
trabalho com gréficos, pode-se extrapolar ou interpolar notando-se tendéncias
percebidas através dos dados ou especificando implicagdes. (p. 129. Grifos dos
autores).

A compreensdo de gréficos, portanto, envolve a capacidade de ler e interpretar
graficos ja construidos, de considerar 0 processo de sua construcdo a partir dos dados
expostos e, ainda, a habilidade de construi-los a partir de outras representacbes que se
apresentem ou da interpretacéo de dados propostos. Segundo Friel, Curcio e Bright (2001),
sdo identificados trés niveis principais de habilidades na compreensdo de gréficos:

e ler os dados: baseado na capacidade de ler os dados e informacdes diretamente do

gréfico, compreendendo as convengdes do seu desenho;

e ler entre os dados: caracterizado pela habilidade de encontrar relages e manipular,

através de comparagdes, as informagdes contidas no grafico;

e ler além dos dados: baseado na capacidade de generalizar, predizer, ou identificar

tendéncias e relacionar as informagdes do grafico com o contexto da situagdo dada.

Os autores definem, entdo, como compreensdo de graficos, a habilidade de construir
significados na sua construcdo ou na interpretacdo de graficos ja existentes. Salientam,
também, que muitos fatores influenciam nessa compreensdo: o objetivo da utilizacdo de
graficos, o contexto das tarefas, a singularidade do contelido e as caracteristicas individuais
dos estudantes.

Nesse sentido, Friel, Curcio e Bright (2001) propdem a idéia de Sentido do Gréafico
como um arranjo de comportamentos envolvendo a leitura, descricdo, interpretacéo, andlise e
extrapolacdo de dados dos graficos. Descrevem, ainda, que o sentido do grafico se
desenvolve, gradualmente, na criagdo de gréficos, na utilizagdo de gréficos ja disponiveis em
uma variedade de contextos e problemas que necessitam da compreensdo de dados e no
trabalho com graficos além do limite da sua construcdo ou da simples extracéo de dados.

A partir da definicdo de Friel, Curcio e Bright (2001) acerca de gréficos de varios tipos
(gréficos de barras, circulares, etc.), utilizados em varios contextos, pode-se construir um
grupo de comportamentos ligados ao trabalho com graficos cartesianos que, juntos,
demonstram a presenca do sentido do gréfico:

a) a habilidade de reconhecer os componentes dos graficos, suas inter-relagdes e o
efeito desses componentes na apresentacaéo das informacdes. Nesse contexto, os graficos sao

utilizados para a visualizagéo de quantidades rel acionadas,



b) falar a linguagem especifica dos graficos quando construir raciocinios sobre a
representacdo dada. Utilizando a linguagem relacionada a comunicacdo de idéias contidas nas
representacfes graficas, os estudantes constroem consciéncia dos componentes de um grafico
e suas interagGes no contexto em que estéo dadas as informacoes,

c) compreender as relacles entre tabelas, gréficos e os dados analisados. Os estudantes
devem atentar para a representacdo simbolica e espacial e para as formas nas quais tabelas e
graficos podem ser Uteis nas situacdes-problema que se apresentem;

d) responder a diferentes niveis de problemas associados a compreensdo grafica e a
interpretagc@o das informacfes contidas nos gréaficos. Os trés niveis de questdes envolvem a
extracao de dados dos gréficos, a compreensdo das relaces entre as variaveis apresentadas e a
extrapolacéo dos dados interpretando essas relacoes;

€) ter consciéncia das relaces entre as varidvels, na construgdo e interpretacdo dos
gréficos, e do contexto no qual essas estdo sendo utilizadas, com o objetivo de evitar a
personalizacdo®® dos dados representados. Apesar de a contextualizacdo ser Util para os
estudantes resgatarem seus conhecimentos prévios, esses conhecimentos podem levar a
interpretagdes equivocadas® das informacBes dos gréficos. A personalizacdo do contexto
pode levar 0 aluno a um diferente tipo de abstracdo que pode tirar sua atencéo dos objetivos
principais da constru¢cdo do conhecimento. Portanto, compreender os equivocos que a
personalizacdo dos dados pode causar € fator preponderante para uma interpretacdo correta
das informagdes contidas em um gréfico.

De acordo com Kramarski (2004), o sentido do gréfico significa, portanto, poder olhar
para um grafico, ou parte dele, e construir o significado sobre a relacéo entre as variaveis e

sobre seu padréo de co-variacao.

% A expressio “ Personalizagd0” esta sendo usada no sentido de levar as informagBes para um contexto pessoa e
previamente construido a partir das experiéncias vivenciadas pelo sujeito.
 Obstécul os Epistemol dgicos, na definicéo da Didatica Francesa.
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5 CONCLUSOES

Imergindo no estudo e nas investigacdes acerca do conceito de funcéo, envolvendo sua
construcdo e as perspectivas atuais em Educacdo Matemética trazidas para esse plano,
destaca-se a afirmacdo de Duval (2003), aertando que “é suficiente observar a histéria do
desenvolvimento da matematica para ver que o0 desenvolvimento das representactes
semidticas foi uma condicdo essencial para a evolucdo do pensamento matematico.” (p. 13).
Assim, relacionando essa afirmagéo com o contexto investigado, evidencia-se a precisdo da
sua afirmagdo, pois cada passo dado nesse caminho evolutivo foi subsidiado pelo
desenvolvimento de novos registros de representacdo semiética desse objeto do conhecimento
mateméti co.

Por meio da recapitulacdo da construcéo historica do conceito de funcdo, fica claro
que o surgimento dessa idéia foi alicercado pela introducdo, na civilizacdo babilénica, de
representacdes tabulares de fungdes elementares para calculos envolvendo o movimento dos
planetas na esfera celeste. A primeira nocdo evidenciada de funcdo, mesmo gue ainda muito
rudimentar e distante de um pensamento formal e abstrato, € relacionada, entdo, a utilizacéo
do registro de representacéo semidticatabular.

Novos avangos relativos as representacbes precisaram ocorrer para elevar a
Matematica a um posto de destague entre as ciéncias e também para que a idéia de relacéo
funcional se desenvolvesse. Foram necessérias, entdo, contribuigdes como as de Oresme no
estudo da intensidade das formas, desenvolvendo o registro de representacdo gréfico,
abordando idéias sobre quantidades variaveis dependentes, para que o conceito de funcéo se
desenvolvesse nadirecdo de umaidéamais geral.

A construgdo desse conceito foi novamente catalisada quando houve o
desenvolvimento da agebra simbdlica, fundamentado em contribui¢tes como as de Diofanto
e Viéte no desenvolvimento do registro de representacdo algébrico. Com essa evolucdo em
mais um registro de representacdo, ocorreu a introducdo do conceito de fungdo como uma
relacdo entre conjuntos NUMEricos e como uma expressao analitica através de formul as.

Com os registros de representacao tabular, grafico e algébrico bem desenvolvidos, hé,
entdo, a partir das idéas de Descartes de aplicacdo da algebra a geometria, 0 componente que
levou o conceito de funcdo a se desenvolver mais rapidamente e a alcancar o cerne de toda a
Matemética atual. A partir das idéias e inovagdes de Descartes, foi possivel desenvolver-se,
entdo, o estudo do Célculo Diferencia e Integral, da Andlise Matemética e de outros campos

fundamentais para 0 desenvolvimento da ciéncia moderna.
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Analisando, cuidadosamente, a grande contribuicdo de Descartes, que foi fundamental
para os estudos de cientistas como Newton e Leibniz, entre outros, percebe-se que nasceu,
nessa inovacdo, a rotina de congtruir transformacgdes de objetos mateméticos entre diferentes
registros de representacdo semidtica. Com a idéia da geometria analitica, surge, entdo, a
prética da transformac&o denominada atualmente por Duval de conversao.

As transformagOes propostas por Descartes consistiam em converter a representacéo
de objetos matematicos do registro de representacdo grafico para o registro de representacao
algébrico, assim como no sentido inverso. Uma reta, uma parabola, uma circunferéncia,
poderiam, entdo, ser representadas no plano, mas poderiam ser convertidas em expressao
algébrica dentro de um registro diverso, para que algumas de suas propriedades ficassem mais
evidentes ou para que problemas envolvendo esses objetos fossem resolvidos mais facilmente.
Dissemina-se, assim, a partir do séc. X1V, a prética da conversdo, destacada por Duval como
habilidade fundamental para a compreensdo matematica e como uma prética capaz de
diferenciar as representactes dos objetos matemati cos representados.

Desse modo, emerge a importancia do desenvolvimento das habilidades inerentes a
cada uma das representacOes - gréfica, algébrica, tabular - e também da habilidade de transitar
entre elas, realizando constantes conversdes, como fundamentais para uma construcéo solida
do conceito de funcdo e, por conseqliéncia, do pensamento funcional. Assim, surge, de forma
inconfundivel, a necessidade de se trabalhar com os estudantes na construcdo do sentido
dessas representagdes, buscando o desenvolvimento da capacidade de, através de cada uma
delas, perceber o objeto matemético em questdo, e ndo apenas sua representacdo
isoladamente.

A partir do surgimento e desenvolvimento da prética da conversdo, pode-se, inclusive,
entender que se quebram paradigmas quanto ao entendimento do que seria uma compreensao
em Matemética. Enquanto o pensamento matematico restringia-se, em cada campo, a apenas
um registro de representacdo, a compreensdo sobre o conceito de determinados objetos
matemati cos era compartimentalizada, restringindo-se a esse registro.

Esse aspecto, ainda tdo comum na transposicdo didética do saber cientifico ao saber
escolar, estendeu-se a compreensdo sobre gebra, tabelas e gréficos, constituindo-se um
incentivo a0 fendbmeno de compartimentalizacdo do conhecimento e também como um
obstaculo epistemoldgico para a ascensdo dos alunos a pensamentos matematicos mais
sofisticados e abstratos. Enquanto a conversdo ndo figurar como pratica comum na
matemética escolar, restringindo-se essa, em cada conteldo, a apenas um registro de

representacdo, a possibilidade de compreensdo de conceitos como o de funcéo e a resolucéo
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de problemas envolvendo esse dominio so possivelmente inalcancaveis. Nesse contexto de
conhecimento segregado, considera-se como compreensao plena sobre algebra a habilidade de
fazer manipulacOes algébricas através de regras pré-determinadas, a compreensdo sobre
graficos se restringe a plotar pontos no plano cartesiano e a liga-los com uma curva, enquanto
as tabelas continuam sendo utilizadas unicamente como recursos para calcular esses pontos.
Obviamente, pode-se, até mesmo, obter aprovacdo na disciplina sem transpor esses
obstaculos, mas a construcdo do pensamento matemético, do pensamento funcional, ndo
estara sendo privilegiada.

Com essa percepcdo da importancia das idéias de Duval - que inclusive afirma que a
conversao de objetos matematicos de uma representacdo para outra é condicéo fundamental
para se resolverem problemas mateméticos com sucesso - as certezas sobre a caracterizacéo
de compreensdes, principalmente sobre os registros de representacdo algébrico e gréfico,
transformam-se. Se compreender Matemética requer a habilidade de transitar entre as mais
variadas representagdes, entendendo o objeto matemético dentro de sua abstracdo e
diferenciando-o de suas possiveis representacoes, surge, entdo, a necessidade de compreender
as representacbes de uma nova forma, inclusive tendo a capacidade de intuir quando € o
momento de abandonar um sistema de representacdo e entrar em outro. Nessa perspectiva,
chega-se a importancia de construir o sentido das representagbes envolvidas na atividade
matematica e, no caso das funcdes, destaca-se a importancia do Sentido do Simbolo e do
Sentido do Gréfico.

Nesse momento, surge um campo de convergéncia entre as idéias das duas vertentes
de Educacdo Matematica investigadas. Para ocorrer um transito frequiente entre as diversas
representacfes, h4 a necessidade de se construir o sentido dessas representacfes que,
inclusive, também sdo caracterizados pela capacidade de perceber que tipo de representagdo é
mai s adequado para cada situacéo. Nesse sentido, a construcéo do sentido das representactes
é fundamental para a construcéo da capacidade de conversao entre registros de representacao.

Dentro desse contexto, no caminho rumo a construcdo do conceito de fungdo, é
imprescindivel, portanto, dedicar-se a0 estudo de representagdes algébricas, construindo o
Sentido do Simbolo, trabalhando com esse intuito, ja a partir da transicdo da aritmética a
algebra, quando um simbolo deixa de representar um valor desconhecido para se tornar o
representante de possiveis valores pertencentes a um conjunto. Nesse momento, ja se esta
contribuindo para a construgdo do conceito de varidvel, que, segundo Caraca (2005), “¢€,
afinal, o simbolo da vida coletiva do conjunto, vida essa que se nutre da vida individual de

cada um de seus membros, mas néo sereduz aela.” (p. 120).
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Estudando as representactes algébricas e explorando seus significados, as implicacdes
de suas articulagbes e 0 que representam, o estudante podera perceber a agebra como
ferramenta para resolucéo de problemas e generalizactes, e ndo apenas como um somatorio
de técnicas de articulagbes sem relagdo com a realidade e outros conteldos. A partir do
momento em que o aluno constroi 0 Sentido do Simbolo, esse passa a perceber também a
necessidade de outras representacdes, de criar conexdes constantes entre essas e também de
realizar conversoes.

Da mesma forma, surge, como fundamental para uma construcdo solida do conceito de
funcéo, o desenvolvimento do Sentido do Gréfico, trabalhando com situages em que gréficos
sejam utilizados como fonte para extracdo e andlise de tendéncias, como o crescimento ou
decréscimo de valores, e ainda em situacdes-problema em que sejam construidos gréficos a
partir de dados propostos. Com esse trabalho, o aluno desenvolve a capacidade de ter a
representacdo gréfica sempre disponivel como opgao para resolucdo de situacfes-problema
mais indicadas a esse registro de representagdo, facilitando a visualizacdo de certos
comportamentos que, algebricamente, seriam mais complexos de serem percebidos.

Esse processo de interacdo com a representacdo gréfica € gradua e leva o auno a
extrapolar a simples construcdo de gréficos e leitura de dados a partir de um gréfico dado. O
estudante passa a interagir com a representacao, lendo, primeiramente, entre os dados, ou segja,
encontrando relagdes e estabelecendo comparagdes entre as informagdes dos graficos, para,
depois, passar a ler aém dos dados, generalizando, inferindo e identificando tendéncias
através da construgao e interpretacdo das representacdes.

Surge, assim, a oportunidade de o aluno visualizar relactes de dependéncia entre as
variavels envolvidas em uma determinada situacdo, estudando a influéncia de cada uma delas
no comportamento da outra e de visualizar, a partir dos gréficos, generalizagdes para relactes
funcionais estabelecidas.

Desenvolvidos o Sentido do Simbolo e o Sentido do Gréafico e passando a utilizé-los
adequadamente e a perceber a relacdo intrinseca entre as mais diversas formas de
representacdo de um objeto matemético, estdo construidos os componentes adequados para
gue se introduza o estudo do conceito de fun¢do. Uma vez gque se tem consciéncia do papel
das representacdes e se introduz o conceito de funcéo, surge a necessidade de explora-lo
transitando entre suas diversas representacfes, conforme a idéia de Duval, de constante
conversdo entre os diferentes registros de representacéo semiotica.

Nesse contexto, torna-se necess&rio estudar as funces através de representacdes

diversas, sempre que possivel, fazendo a conversdo entre essas representacoes e, de forma
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alguma, estudar e explorar uma representacdo semiotica especifica isoladamente, esgotando-a,
para passar a explorar outra.

Pode-se afirmar, portanto, que um estudo adequado sobre o conceito de funcéo e
suas implicagdes mateméticas deve se pautar, primeiramente, pelas teorias do Sentido das
Representagdes, explorando a construgdo do Sentido do Simbolo e do Sentido do Gréfico,
para, a seguir, introduzir a idéia de fungdo como um objeto matematico abstrato, possivel de
ser visualizado por meio de diversas representacdes. Construindo-se o conceito de funcéo a
partir de diversas representacbes e explorando situagGes-problema que ilustrem que a
capacidade de transitar entre elas leva a uma visualizagdo mais ampla dos problemas e do
caminho a ser tomado para resolvé-los, contribui-se para que o estudante adquira essa prética
e transponha o paradoxo cognitivo do pensamento matemético, deixando de lado a
compartimentalizacdo e as articulagcbes algébricas costumeiras e passando a redlizar
conversoes entre os registros de representacéo naturalmente. Constroem-se, assim, condic¢des
para que o estudante desenvolva o pensamento funcional e passe a transitar livremente entre

as mais variadas representacdes das funcoes.
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6 CONSIDERACOESFINAIS

Investigado e estudado criticamente todo o arcabouco tedrico explorado nesta
dissertacdo, surge a necessidade de se discutir a relevancia e aplicabilidade, em préticas
docentes voltadas para 0 Ensino Médio e também para disciplinas de Ciéncias Exatas no
Ensino Superior, das teorias discutidas nesta pesquisa. Com esse proposito, € exposta uma
situacéo-problema que abre a possibilidade de exploracdo dos conceitos abordados, bem
como sugere uma linha de trabalho a ser utilizada, visando a contribuir para a construgéo do
pensamento funcional, explorando aidéia de Duva de constantes conversdes entre diferentes
registros de representacéo semiotica a partir da construcdo dos sentidos das representacoes.

E relevante perceber a importdncia da construcdo do conceito de funcdo
principalmente durante a escola bésica. Nesse contexto, as Orientagdes Curriculares para o
Ensino Médio (BRASIL, 2006, p. 72) destacam o papel central desse contelido na educagéo
escolar e salientam que o estudo do tema pode ser iniciado com a exploracéo qualitativa das
relacdes entre duas grandezas, como tempo e distancia percorrida, em diferentes situacoes,
destacando-se sempre a importancia da representacdo gréfica dessas fungdes. Nesse sentido,
também salientam que € fundamental instigar o auno a construir suas proprias relacdes
funcionais, esbocando os seus gréficos e inferindo padrbes, como crescimento e
decrescimento, nos seus comportamentos.

Dentro ainda das Orientagbes Curriculares para o Ensino Médio (lbid., p. 72), é
destacada a importancia de se trabalhar o contelido abordando os diferentes modelos que
devem ser objeto de estudo nesse nivel, como as funcdes lineares, afins, quadréticas,
exponenciais e trigonométricas. Esses modelos, por suavez, devem ser tomados em diferentes
&reas do conhecimento e envolver contextos diversos, como queda livre, movimento
uniforme, movimento uniformemente variado, rendimentos financeiros, crescimento de uma
col6nia de bactérias, entre outros. Ressalta-se, também, o ideal de construcéo dos gréficos de
funcdes a partir da compreensdo global darelacdo estabel ecida entre as varidveis, evitando-se,
assim, a construcdo de gréficos a partir da simples transcricdo de pares ordenados obtidos
através de uma tabela numérica

Ratificando o papel central do conceito de funco na Educacéo Matemética atual, as
avaliacOes nacionais também abordam questdes envolvendo fungdes e as habilidades que
devem ser desenvolvidas pelos alunos no trabalho com esse contelido. Nas matrizes de
referéncia para o terceiro ano do Ensino Médio do Sistema Naciona de Avaliagdo da
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Educacdo Bésica®™ (SAEB) (BRASIL, 2007), por exemplo, sd0 destacadas as competéncias
que devem ser desenvolvidas pelos estudantes a partir do trabalho com funcfes. Nesse
sentido, sdo salientadas as habilidades de construir, a partir de uma tabela, expressoes
algébricas que representem uma fungdo; analisar crescimento, decrescimento e zeros de
funcbes reais apresentadas em gréaficos; identificar um gréfico de uma fungdo a partir de uma
situacéo descrita textualmente; reconhecer, dado o seu gréfico, a representacdo algébrica de
uma funcéo.

No relatério pedagdgico do Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) (BRASIL,
2008, p. 42), também sdo descritas habilidades e competéncias a serem desenvolvidas pelos
estudantes do Ensino Médio. Nesse contexto, destaca-se a competéncia de selecionar,
organizar, relacionar e interpretar dados e informacdes apresentados de diferentes formas,
com o objetivo de tomar decisdes e resolver situagcOes-problema. Surge também, como
relevante, a habilidade de, a partir de uma situacéo-problema, dada em uma linguagem de
determinada &rea do conhecimento, relaciond-la com sua formulacdo em outras linguagens ou
vice-versa.

E importante também salientar que n&o sO no Brasil essas indicagdes referendando a
importancia do conceito de funcéo, suas representacdes e implicagoes, se fazem presentes. Em
Portugal, por exemplo, no ultimo Programa de Matematica do Ensino Basico (PONTE et al.,
2008), € indicada, como capacidade a ser desenvolvida no Ensino Médio, a prética de
trabalhar com idéias mateméticas em diversas representagdes, ou sgja, 0s alunos devem ser
capazes de ler e interpretar representagdes simbalicas, tabulares e gréficas e de apresentar,
adequadamente, informagdo em qualquer dessas formas de representacdo; de traduzir
informacdo de uma forma de representacéo para outra; de elaborar e usar representacdes para
registrar, organizar e comunicar idéias matematicas, de usar representacOes para modelar,
interpretar e analisar situagGes mateméticas e ndo matemaéticas.

Refletindo sobre esse conjunto de situacfes e citagbes que traduzem a importancia
impar do estudo do conceito de funcéo, percebe-se, claramente, que ha uma relacéo entre as
habilidades e competéncias que idealmente devem ser desenvolvidas na construgdo desse
conceito, a idéia dos Sentidos das Representagdes e também a teoria dos Registros de

Representacdo Semiotica.

% Através do SAEB, sdo avdiadas, em Matemética, “habilidades e competéncias definidas em unidades
chamadas descritores, agrupadas em temas que comp8em a Matriz de Referéncia dessa disciplina.” (BRASIL,
2008, p. 1).
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A importancia dada a construcdo grafica e, além disso, a capacidade de analisa-la,
inferindo padrdes e prevendo comportamentos da funcdo, a partir da compreensdo real da
relacdo de dependéncias entre as variaveis, conduz diretamente aos pressupostos do Sentido
do Gréfico. Destaca-se, dentre as habilidades inerentes ao sentido dessa representacéo, o
conceito de ler além dos dados ou de extrapolar os dados do gréfico, referido, justamente,
como a capacidade de generalizar, predizer e identificar tendéncias a partir das informagoes
do gréfico relacionadas com o contexto da situacdo dada.

Destacam-se também, principaimente na andlise das matrizes de referéncia para
terceiro ano do Ensino Médio, do SAEB, bem como nas andlises do relatério pedagdgico do
ENEM e do Programa de Matematica do Ensino Basico de Portugal, referéncias que levam,
mesmo que implicitamente, as idéias da teoria dos Registros de Representacdo Semidtica.
Nesses documentos, é possivel ler a importancia dada pelas autoridades competentes,
principalmente, a capacidade de conversdo entre os diversos tipos de registros de
representacdo semiotica. Ressalta-se a relevancia da construcdo da capacidade de ler,
interpretar e apresentar informacdes nas diversas formas de representacdo, principalmente, a
algébrica e a gréfica, e também a capacidade transformar uma informacdo dada, de um
registro para outro.

A partir dessa discusséo, trazendo as referéncias feitas a importancia do conceito de
funcdo por diferentes textos da area de Educacdo Matematica, apresento uma situacdo-
problema que considero oportuna para explorar 0s conceitos de Sentido do Simbolo, Sentido
do Gréfico e também a prética da conversdo destacada por Duval na sua teoria dos Registros
de Representacdo Semidtica. Ndo se trata de uma receita, ou de um modelo, que deve ser
repetido necessariamente da mesma forma, mas de uma sugestdo que deve ser estudada e
adaptada a realidade de cada sala de aula, de cada turma, respeitando sempre as diferengas e
individualidades.

Duas particulas deslocam-se em uma regido plana e suas trajetérias distintas sdo
dadas por meio dos pontos (x, sen(2x)) e (x, 27), para 0< x< 12z . Analise os gréficos das

trajetorias, verifique se as particulas se encontram e quantas vezes isso acontece.

O problema proposto apresenta aos alunos uma situagéo que, em uma primeira leitura,
talvez ndo |hes pareca estar relacionada ao conceito de funcdo. Uma andlise mais criteriosa,
entretanto, leva a conclusdo de que, efetivamente, as trgjetérias das duas particulas séo dadas

por fungbes de x. O professor pode, entdo, a partir de discussdes, levar os aunos a
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compreensdo de que as particulas se movem segundo as fungbes f(x)=sen(2x) e
g(xX) =27, respectivamente. Essa interacdo entre estudantes, professor e a situacdo
proposta®!, culminando com escrita das trajetérias por meio de funcdes, possibilita a prética
do tratamento, ou sgja, a transformacdo de uma representacéo simbdlica em outra dentro do
registro de representacdo algébrico. Mas esse tratamento também explora e incentiva o
desenvolvimento de Sentido do Simbolo, pois possibilita ao aluno ir além da simples
obtencdo e manipulacdo da informag&o proposta, proporcionando a leitura do significado dos
simbolos apresentados para a conclusdo de que podem ser representados de uma forma
diferente que, inclusive, provavelmente, facilita a resolucéo da situacéo-problema proposta.

Definidas as trgjetorias das particulas como fungdes, no caso f e g, surge a necessidade
da sua construcdo gréfica para responder as questdes. A transformagdo de f e g, do registro de
representacao algébrico para o registro de representacdo grafico, exige a habilidade definida
por Duval como conversdo e destacada pelo autor como condicdo fundamental para a
compreensdo matemética.

Nesse processo de conversdo, destaca-se também a importancia do Sentido do Gréfico,
uma vez que as construcdes dessas representacdes se fundamentam, necessariamente, na
consciéncia da relacdo existente entre as variavels envolvidas e no contexto em que estdo
sendo utilizadas. Para a construcéo adequada dos gréficos das fungdes destacadas na questéo,
ha também a necessidade de inferir o padrdo de comportamento de cada representagdo. E
necessario, por exemplo, discutir o periodo da funcdo f(x)=sen(2x), uma vez que a
variavel é multiplicada por uma constante. Além disso, para garantir que haja interseccdo dos

gréficos, deve ser andisado o fato de que a fungdo exponencia g(x) =2 é monétona

decrescente e que, para x € [0; %] , seus valores pertencem ao intervalo [2 4:1]. Dessaforma,

sendo a fungdo f(x) = sen(2x) crescente em x €[0; %] , Seus valores percorrem o intervalo

[0;1] e, entdo, haver4 pelo menos uma interseccdo dos graficos nesse intervalo. Todas essas
discussdes sdo pertinentes e relevantes uma vez que essas caracteristicas séo fundamentais
para uma construcdo grafica adequada para a resolucdo do problema, explorando o Sentido do
Gréfico, e ainda exigem que os estudantes tenham o Sentido do Simbolo e que consigam

realizar tratamentos dentro do registro algébrico.

%! Situaggo Didatica.
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Feitos todos os tratamentos e conversoes, exploradas as habilidades inerentes ao
Sentido do Simbolo e ao Sentido do Grafico, culminando com a construcéo dos graficos das
funcdes f e g, ha, ainda, a necessidade de sua interpretacdo. Primeiramente, deve-se observar

que a Situagdo se restringe a valores de x pertencentes ao intervalo dado [0;127]. Depois,

deve-se inferir um padréo de comportamento envolvendo as duas representacOes, para
concluir quantos sdo os pontos de interseccdo. Novamente, ja com a construcdo dos graficos

finalizada, ha a necessidade do Sentido do Grafico para analisar o comportamento das funcoes
no intervalo [O;%] estudado e, entdo, extrapolar seus dados para concluir a resolugdo da

Situagéo-problema.

llustrada a abrangéncia da situacdo proposta e das situacbes que surgem na sua
resolucdo, capazes de proporcionar momentos adequados para discussdo dos conceitos
estudados neste trabal ho, acredito que fica caracterizada a importancia de integrar esse tipo de
atividade ao cotidiano escolar. Trabalhando com problemas com essas caracteristicas, criam-
se oportunidades para que os alunos, em um ambiente sadio de debate e discussdo, percebam
aimportancia da conversdo e dos sentidos das representacoes.

Dessa forma, explorando situacdes-problema semelhantes, além de deixar transparecer
a importancia dessas préticas, pode-se fomentar a construcdo do pensamento matematico e
deixa-se de lado a visdo de que a Matematica restringe-se a manipulacfes sucessivas,
normal mente algébricas, sem sentido e significado para o estudante.

Essas situagbes sdo, portanto, possibilidades concretas de catalisar 0 pensamento
critico do aluno e sua autonomia, pois se elimina aidéia de “faca como o modelo” e criam-se
condigdes para que cada aluno faga seus tratamentos, conversdes e construa seus sentidos das
representacbes a partir da sua visdo singular. A necessidade de movimentar-se entre 0s
registros algébrico e grafico pode proporcionar aos alunos essa oportunidade de pensar critica
e autonomamente, pois cada estudante pode optar pelo seu passo inicial — algébrico ou gréafico
— na resolugdo da questdo, e cada escolha feita leva a caminhos diferentes. Com isso,
estimul a-se a discussdo entre alunos e professor e, no final, todos esses caminhos devem levar
amesma resposta.

E imprescindivel destacar, portanto, a importancia de se trabalhar em sala de aula na
busca da construcéo de situacfes didéticas capazes de proporcionar 0 desenvolvimento do
sentido das representacdes, bem como da prética da conversdo. Dessa forma, o pensamento
matematico e a autonomia para escolha individual sdo privilegiados, enquanto os alunos

crescem em conhecimento e se desenvolvem como pessoas criticas e criativas.
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