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PROPOSTA DE UMA REPRESENTACAO TENSORIAL
PARA MODELOS MARKOVIANOS OCULTOS

RESUMO

O proposito desta dissertacao é propor uma representacdo tensorial para Modelos Markovianos
Ocultos (Hidden Markov Models — HMM). A forma escolhida para alcancar esse objetivo passa pelo
estudo de como converter um modelo HMM em um modelo SAN (Stochastic Automata Networks):
estruturado e cujo formato tensorial é conhecido. A estratégia de conversao consiste na criacdo de
dois autdomatos, um correspondendo a cadeia de Markov oculta e outro para representar as emis-
soes do modelo HMM. Esses automatos se relacionam por transicoes sincronizadas e dependéncias
funcionais sdo definidas. Um passo intermediario é necessario para mostrar a equivaléncia entre as
representacdes SAN e HMM, sendo este passo a obtencdo de uma cadeia de Markov global capaz
de representar o modelo HMM. A igualdade entre as cadeias de Markov globais obtidas a partir de

ambos os formalismos SAN e HMM constitui a prova de equivaléncia.

Palavras-chave: Modelagem de sistemas; Formalismos estruturados; Cadeias de Markov; Modelos
Markovianos Ocultos; Modelos Ocultos de Markov; Redes de Automatos Estocasticos; Descritor

Markoviano; Algebra Tensorial.






PROPOSAL OF A TENSOR REPRESENTATION
FOR HIDDEN MARKOV MODELS

ABSTRACT

The purpose of this Master Thesis is to propose a tensor representation for Hidden Markov Models
(HMM). The chosen way to reach this goal goes through the study of how to convert an HMM into
a SAN model (Stochastic Automata Networks — SAN): structured and with a known tensor format.
The convertion strategy consists on the the creation of two automata, one corresponding to the
hidden Markov chain and another to represent the HMM model emissions. These automata interact
with each other by means of synchronized transitions and some defined functional dependencies. An
intermediate step is necessary to show the equivalence between the SAN and HMM representations,
being this step the obtainment of a global Markov chain capable of representing the HMM model.
The equality between the global Markov chains obtained from both the SAN and HMM formalisms

constitutes the equivalence proof.

Keywords: System modeling; Structured formalisms; Markov Chains; Hidden Markov Models;

Stochastic Automata Networks; Markovian Descriptors; Tensor Algebra.
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1. INTRODUCAO

O estudo formal de sistemas fisicos requer a criacdo de modelos para representa-los. O modelador
é, antes de tudo, um atento observador do sistema que deseja modelar; o que ele observa depende
de seu conhecimento prévio, de forma que somente aquelas caracteristicas as quais ele atribui
algum significado serao mapeadas ou identificadas. Dentre essas, serao selecionadas as de maior
relevancia ao fendmeno estudado, do ponto de vista do modelador. Com esse conjunto reduzido de
informacdes, escolhe-se um formalismo para servir de ferramenta de modelagem, sendo este mais um
foco de subjetividade, pois a escolha do formalismo também depende do dominio de conhecimento
do modelador e inclusive de suas intencdes. Ele pode, por exemplo, ndo estar de fato interessado

no sistema em si mas no estudo da ferramenta de modelagem.

Com frequéncia, pode-se representar o comportamento global de um sistema fisico por um
conjunto de estados e correspondentes regras de transicdo. Se a ocupacdo de estados respeita alguma
lei probabilistica, entdo o sistema pode ser formalmente descrito por um processo estocastico [30].
Em alguns processos estocasticos a escolha do proximo estado depende exclusivamente do estado
atual do sistema, sendo irrelevante a sequéncia de ocupacles prévias. Processos deste tipo sdo
ditos Markovianos. Se além de Markoviano o conjunto de estados representativos de um sistema é
discreto, entdo tem-se uma cadeia de Markov (Markov Chain — MC) [27,30].

Existem varios formalismos derivados de cadeias de Markov, contudo, dois s3o de interesse
nesta dissertacdo: Redes de Autdmatos Estocasticos (Stochastic Automata Networks — SAN) [25]
e Modelos Markovianos Ocultos (Hidden Markov Models — HMM) [26]. SAN é um formalismo
estruturado que se beneficia da algebra tensorial, enquanto que HMM é um formalismo duplamente
estocastico, sem estruturacao e formato tensorial definidos. Alguma contextualizacdo faz-se agora

necessaria.

Considere um sistema cuja dindmica seria bem representada por uma cadeia de Markov. Esse
sistema nado precisa ser grande; suponha que ele consista de quarenta estados fortemente conectados,
ou seja, cada estado pode ser alcancado a partir de todos os outros, em um nimero qualquer de
transicGes. Poderia ser usada uma matriz quadrada, com quarenta linhas e colunas, para armazenar
as probabilidades1 de transicdo associadas a cada par (linha, coluna), sendo linha o estado de
origem e coluna o estado destino. Por sua vez, uma representacao grafica para essa cadeia poderia
ser obtida ao distribuir quarenta pequenos circulos em uma folha de papel e conecta-los por setas
indicando as transicdes previstas. Teria-se entdo um dnico autdomato de quarenta estados, um pouco
confuso, porém compreensivel. Mas o que seria dito se, para descrever completamente este sistema,
ao invés de quarenta estados fossem necessédrios apenas onze, distribuidos em trés autdbmatos com
dois, quatro e cinco estados cada? Sem divida a representacdo grafica seria mais simples e clara. E

se o sistema tivesse seiscentos e vinte e cinco estados? Nesse caso a representacao grafica da cadeia

LProbabilidades ou taxas, dependendo se a escala de tempo é discreta ou continua, como sera visto no Capitulo 2.
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de Markov seria um caos, mas se fosse possivel estruturar o sistema em mais de um autémato, por
exemplo quatro autébmatos de cinco estados cada, teria-se uma modelagem equivalente porém com

representacdo grafica ndo apenas mais clara, mas principalmente viavel.

Ao usar SAN como ferramenta para modelar um sistema, o modelador reconhece a possibili-
dade de identificar subsistemas ou estruturas, os autématos, que interagem por meio de funcoes
ou transicoes sincronizadas, de forma a retratar exatamente o mesmo processo. Uma das vanta-
gens do formalismo de Redes de Automatos Estocasticos estd, entdo, na estruturacao do processo,
permitindo uma modelagem mais compacta, clara e com representacio grafica simplificada. Outra
vantagem estd na representacdo matricial de um modelo SAN, onde a matriz global de transicao en-
tre os estados do sistema é substituida por matrizes menores, os tensores, das ordens dos autématos
da rede. Todavia, se desejado, é possivel reconstituir a matriz global a partir de operacdes tensoriais
bem definidas entre essas matrizes menores. Disso segue que SAN é um formalismo estruturado e
dotado de formato tensorial [17,25].

A relacdo que se estabelece entre Modelos Markovianos Ocultos e Cadeias de Markov é um
pouco diferente. HMM é um formalismo adequado a modelagem de processos estocasticos em dois
estagios. Um deles constitui a parte oculta do modelo, que consiste em uma cadeia de Markov
inacessivel ou isolada do observador. O caminhamento nessa MC produz uma sequéncia de sinais,
cuja emissao pode ser observada, constituindo a parte observavel do modelo HMM. A partir de uma
sequéncia de emissoes, podem ser obtidas informacdes sobre a MC oculta, produtora do sinal. Para
exemplificar, suponha um sinal de radio cuja qualidade estd comprometida pela acdo de interferéncia
ou ruido. O ouvinte escutou algo como “raise” ou “race” mas n3o sabe ao certo o que realmente foi
dito. Contudo, com base no sinal completo e nas possibilidades de combinacdo fonética, o ouvinte é
capaz de atribuir probabilidades as possibilidades e ponderar sobre o real significado da mensagem.
Por essas caracteristicas, HMM é um formalismo bastante aplicado em reconhecimento de padrdes,

tal como fala, escrita, sequenciamento de DNA e reconhecimento de proteinas [15, 18,21, 26].

O propésito desta dissertacdo é propor uma representacdo tensorial para Modelos Markovianos
Ocultos. A forma escolhida para alcancar esse objetivo passa pelo estudo de como converter um
modelo HMM em um modelo SAN: estruturado e cujo formato tensorial é conhecido. A estratégia
de conversao consiste na criacao de dois automatos, um correspondendo a cadeia de Markov oculta e
outro para representar as emissdes do modelo HMM. Esses automatos se relacionam por transicoes
sincronizadas e dependéncias funcionais sdo definidas. Um passo intermediario é necessario para
mostrar a equivaléncia entre as representaces SAN e HMM, sendo este passo a obtencdo de uma
cadeia de Markov global (MC global) capaz de representar o modelo HMM. A igualdade entre as
MC globais obtidas a partir de ambos os formalismos SAN e HMM constitui a prova de equivaléncia.

A motivacdo do trabalho pode ser entendida com um exemplo ilustrativo [1]. Suponha que se
queira usar HMM para fazer um modelo fonético de reconhecimento de fala para a lingua inglesa.
Ao escolher o fonema como unidade de modelagem tem-se uma cadeia de Markov oculta composta
de quarenta estados, pois sdo identificados quarenta fonemas na lingua inglesa. Nessa situacdo,

basta pensar na representacdo grafica da MC oculta para imaginar os possiveis beneficios de uma
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representacdo estruturada. Entretanto, fonemas sofrem efeito de coarticulacdo fonética, ou seja,
podem ser modificados por influéncia dos fonemas vizinhos. Para diminuir esse efeito, o modelador
poderia escolher, por exemplo, o difone, trifone, silaba ou até mesmo a palavra como unidade de
modelagem. No caso do trifone, a sequéncia combinatéria dos fonemas tomados trés a trés formaria
uma cadeia de Markov oculta com 40% = 64 mil potenciais estados. A idéia de uma representacio
estruturada parece agora bastante atrativa.

Trata-se de um trabalho inicial, com foco no estudo da viabilidade de proporcionar ao formalismo
de Modelos Markovianos Ocultos uma representacdo estruturada e com formato tensorial. Portanto,
a apresentacao de uma estruturacdo 6tima n3o faz parte do escopo deste trabalho. Também nao
sao feitas tentativas explicitas de estruturacdo da cadeia de Markov oculta de uma HMM, sendo
isso deixado para trabalhos futuros.

Este volume é composto de sete capitulos e um apéndice. No Capitulo 2 s3o vistos conceitos
relacionados a processos Markovianos, com foco em Cadeias de Markov. O Capitulo 3 é dedicado ao
estudo e formalizacdo de Redes de Autématos Estocasticos (SAN), enquanto que no Capitulo 4 sdo
formalizados conceitos sobre o formalismo de Modelos Markovianos Ocultos (HMM). No Capitulo 5
sao apresentados dois métodos para obtencao de um gerador infinitesimal para HMM e um método
de conversio de modelos HMM em modelos SAN; exemplos de aplicacdo desses métodos sdo vistos
no Capitulo 6. O Capitulo 7 é dedicado a conclusdo do trabalho, consideracdes finais e perspectivas.

Conceitos basicos de Algebra Tensorial Classica e Generalizada sdo vistos no Apéndice A.
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2. CADEIAS DE MARKOV

Neste capitulo, inteiramente baseado no trabalho de Stewart [30], sdo tratados aspectos funda-
mentais relativos a cadeias de Markov, um formalismo para modelagem de processos estocasticos
com espaco de estados discreto e que atendem a propriedade Markoviana. Os primeiros resultados
na area datam de 1906, gracas aos trabalhos do matematico russo Andrey Markov.

A exposicdo é organizada tal que na Secdo 2.1 sio informalmente apresentadas algumas no¢des
sobre processos estocasticos e Markovianos; na Secdo 2.2 sdo encontrados aspectos mais formais
relativos a processos estocasticos com espaco de estados discreto; a definicio formal de cadeias
de Markov é vista na Secdo 2.3; definicGes e propriedades relativas a classificacdo dos estados e
irredutibilidade de uma cadeia de Markov s3o vistas nas Secbes 2.4 e 2.5; a Secdo 2.6 é dedicada
a solucdo de modelos em cadeias de Markov, enquanto que a Secdo 2.7 trata das diferencas e
peculiaridades da representacdo de cadeias de Markov em escala de tempo discreta com relacado a

representacdo em escala de tempo continua. A Secdo 2.8 mostra um exemplo de modelagem.

2.1 Processos Markovianos

Frequentemente, o comportamento de um sistema fisico pode ser representado por um conjunto
de estados associado a uma descricio de como o sistema se move de um estado a outro com o
passar do tempo [30]. O conjunto de todos os estados ocupados pelo sistema recebe o nome de
espaco de estados, podendo ser continuo ou discreto, finito ou infinito. Se a ocupacao dos estados
respeita alguma lei probabilistica, entdo o sistema pode ser formalmente descrito por um processo
estocastico.

Um processo estocdstico é definido pelo seu espago de estados — S = {s;},i € N — e por uma
varidvel estocastica — X — indexada por um pardmetro —t € T C R.1 O pardmetro é geralmente
imaginado como o intervalo temporal de observacao do sistema. Ent3o, se o conjunto 7 for discreto,
tem-se um processo estocastico em escala de tempo discreto; se for continuo, o processo estocastico
é de tempo continuo. A variavel estocastica, definida em um espaco de probabilidades, assume
valores no espaco de estados em diferentes instantes de observacdo. Assim, X; = s; significa que o
estado s; foi observado no instante ¢ como resultado de um processo estocastico em X.

Em um processo estocastico, assume-se que as transicGes entre estados s3o instantaneas e que
um Unico estado é visitado por vez. S3o exemplos de processos estocasticos em espaco de estados
continuo a variacao da umidade relativa do ar e o nivel de glicose no sangue; um exemplo de espaco
de estados discreto é o niimero de pessoas em uma fila, esperando atendimento.

Por fim, um processo Markoviano é um processo estocastico que exibe a chamada propriedade
Markoviana, que estabelece que a evolucao futura do sistema depende somente do estado em que

ele se encontra atualmente, sendo irrelevante a sua histéria pregressa. Processos Markovianos cujo

IN e R s3o os conjuntos dos niimeros Naturais e Reais, respectivamente.
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o0 espaco de estados é discreto recebem o nome de cadeias de Markov [30]. A sec3o seguinte aborda

aspectos relativos a cadeias de Markov, tais como classificacoes, propriedades e tipos de solucdes.

2.2 Fundamentos

De acordo com Stewart [30], cadeias de Markov (Markov Chains — MC) possuem espaco de
estados discreto a escala de tempo discreta ou continua. J& Reichl [27] restringe a definicdo de
cadeias de Markov como um processo Markoviano com espaco de estados discreto a escala de
tempo também discreta. Neste trabalho, adota-se a definicdo apresentada por Stewart, visto que,
dentre estas, é a mais difundida no meio académico da ciéncia da computacao.

Desde ja fique claro que o capitulo tem foco no estudo de cadeias de Markov com espaco
de estados finito. Contudo, por vezes os conceitos sdo apresentados de forma ndo t3o restritiva,
englobando cadeias de Markov com espaco de estados infinito. Isso é feito para melhor contextualizar
algumas definicoes e propriedades de interesse, servindo de embasamento e argumentacdo em busca
de uma melhor definicio de escopo.

Na Secdo 2.1, alguns conceitos fundamentais ao desenvolvimento da compreensao sobre cadeias

de Markov foram informalmente apresentados. Recapitulando, tem-se as seguintes definicdes:

Definicao 2.2.1. Propriedade Markoviana: a evolucdo futura do sistema depende exclusivamente

do seu estado atual, sendo irrelevante a sua histdria pregressa.

Definicao 2.2.2. Processo Markoviano: processo estocastico que atende a propriedade Markovi-

ana.
Definicao 2.2.3. Cadeia de Markov: processo Markoviano com espaco de estados discreto.

Mais adiante sera visto um método para conversao de cadeias de Markov a escala de tempo
discreta (Discrete-Time Markov Chains — DTMC) em cadeias de Markov a escala de tempo con-
tinua (Continuous-Time Markov Chains — CTMC). Em vista desse método, que consiste em um
par de operacOes triviais, optou-se por apresentar os conceitos e definicoes formais tendo como
base uma DTMC. Salienta-se que essa decisdo ndo implica em alguma limitacdo ou restricio dos

conceitos apresentados, sendo apenas uma opcao visando uma representacdo mais simples, direta e

compreensivel.
Sejam
S={s;} conjunto discreto de estados;
| S | cardinalidade de S;
X varidvel estocastica a assumir valores do espaco de estados em diferentes

instantes de tempo;

P(X;=s) probabilidade de observacao do estado s; no instante ¢.
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Considere um processo estocastico e a sequéncia de observacdes { X7 Xo --+ Xy -+ X7}, definida
para um espaco de estados discreto, onde 1 <t <T' representa uma ordenacdo também discreta no
tempo. De acordo com Jelinek [21], se nada mais é dito, a probabilidade conjunta dessas vériaveis

estocasticas é dada pela férmula de Bayes:

T
P(X1 X9 -+ Xp) = HP(Xt|X1 Xo -+ Xi—1) (2.1)
t=1

= P(X1)P(X2|X1)P(X3| X1 Xo)- P(X7| X1 Xo X3 -+ Xp_1),

onde P(X;| X1 Xy --- X;_1) é a probabilidade condicional de se observar a variavel estocastica X
no tempo ¢, dada a sequéncia de observacbes anteriores, {X1 Xo --- X;_1}. Assim, P(X3|X;) é
a probabilidade de observaciao de X5 visto que X foi observado. Uma notacdo alternativa, porém
mais completa, seria P(X2 = s;|X1 =s;): probabilidade condicional de se observar o estado s; no

instante t = 2, dado que s; foi observado em t = 1.

Um processo estocastico, tal como descrito pela Equacdo 2.1, é dito Markoviano se satisfaz a

propriedade Markoviana (Definicdo 2.2.1):

P(X¢| X1 Xo X3 -+ Xy—1) = P(X¢| X¢—1) (2.2)
Reescrevendo a Equacdo 2.1, tem-se:

P(X1 Xs -+ X7) = ﬁm&wH) (2.3)

= P(X1)P(Xa|X1)P(X3X2)P(X4| X3) - P(Xr| X1_1)

Seja a Equacdo 2.4 para a probabilidade conjunta das varidveis estocésticas { X7, X2, X3} de
um processo Markoviano. Aplicando o somatério sobre X5 obtém-se a probabilidade conjunta de
{X1,X3}, dada pela Equagdo 2.5. Ao dividir esta equagcdo por P(X), obtém-se a probabilidade
condicional, P(X3|X1), de uma determinada observacdo no instante ¢ = 3 dada a observacdo ocor-
rida no instante ¢t = 1, sendo indiferente a observacdo feita no instante t =2. A Equacdo 2.6 é

conhecida como equacdo de Chapman-Kolmogorov.

P(X) X X3) = P(X1)P(Xa] X1) P(X5]Xs) (2.4)
P(X1 X3) = P(X1) ) _P(X2|X1)P(X3]Xa) (2.5)
P(X3]X1) =Y P(Xa|X1)P(X3]X2). (2.6)

A equacdo de Chapman-Kolmogorov evidencia a propriedade Markoviana ao mostrar que passos

sucessivos sdo estatisticamente independentes, como nota Reichl [27]. Ou seja, na Equacdo 2.6 a
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probabilidade de transicdo entre Xy e X3 n3o é afetada pela transicdo anterior, de X para Xs.
Essa equacdo pode ser estendida para um ndmero arbitrario de passos. A Chapman-Kolmogorov
para (t' —t) passos é dada pela Equacdo 2.7:

P(Xt/ = Sj‘Xt = Si> =
= Y PXGnlX=si) P(Xo | Xr, ) P(Xy = 551Xy 1)

¥ # (X0, Xy}
(2.7)
2.3 Definicao Formal
Definicao 2.3.1. Uma cadeia de Markov é definida por:
S={si} conjunto discreto de estados;
m={m} distribuicdo de probabilidade inicial, onde m; = P(X1 = s;) para s; € S,

A(t)={ai;(t)}  distribuicido de probabilidade de transicdo, onde
a;j(t) = P(Xi41 = sj|Xy = s;) parat €T es;,s5€S.

Por tratar-se de um processo estocastico, os elementos de uma DTMC devem respeitar algumas

propriedades probabilisticas.

Propriedade 2.3.1. O processo inicia invariavelmente em algum estado s; € S. Disso decorre
resultar na unidade o somatdrio sobre os elementos de 7:

|S |
Y om=1,m>0, (2.8)

=1

Propriedade 2.3.2. O espaco de estados é fechado, significando que apenas estados s; € S sdo
visitados. Assim, a transicao partindo de um estado s; deve levar a qualquer estado s; € S:

% aij(t) =1, aij(t) = 0 (2.9)
% P(Xi=sj|Xi—1=si) =1 (2.10)

Definicao 2.3.2. Processo Markoviano Homogéneo: aquele cuja a probabilidade condicional de

transicao nao varia com o tempo:
ajj (t) = P(Xip1= Sj’Xt = 5;)

az'j(tzl) = P(XQISJ|X1:SZ')
aij(t) = aij(t:1) = a5 = P(Sj|8i), VteTl, Vi,j€8 (2.11)
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Se o processo é homogéneo, sua matriz de transicio A também é. Neste caso, a Equacdo 2.7

pode ser reescrita da seguinte forma:

t'—t
P(Xy=sjlXi=s:) = (A7) (2.12)
onde A=) & a matriz A elevada na poténcia (¢’ —t), que representa o nimero de passos dese-
jado. Por exemplo, se (' —t) =5, os elementos da matriz resultante da potenciacio A° indicam a

probabilidade de sair de um estado e chegar a outro em cinco passos.

2.4 Classificacao dos Estados

Os estados em uma cadeia de Markov podem ser individualmente classificados quanto a sua
recorréncia. Um estado é dito recorrente se é garantido que ele seja revisitado no decorrer do
processo. Um estado é transiente se ha probabilidade nao-nula de que ele nunca mais seja visitado.
Isso nao significa, porém, que um estado transiente ndo possa ser visitado muitas vezes, significa
apenas que existe uma chance do processo ndo retornar a este estado. Observe o esquema que

segue:

Positivo-Recorrente:  recorréncia média finita
Recorrente
Nulo-Recorrente: recorréncia média infinita

Estado

Transiente: probabilidade nao-nula de nunca retornar ao estado

Para uma DTMC homogénea, vale a Equacdo 2.12, de Chapman-Kolmogorov. Seja a seguinte

forma alternativa de escrever essa equacao:
(n) _ (n=0) (1)
;5" = Zaikz Qs (2.13)
Vk

()
ij
de passos. A Equacdo 2.13 pode ser usada para calcular a probabilidade de retorno ao estado apds
(n)
i

exclui passagens por ¢ nos passos intermediarios.

onde a;;’ é o elemento na posicdo (7,j) da matriz A elevada a poténcia n, que representa o niimero

n passos, a;. ', bastando que se troque todas as ocorréncias de j por i. Contudo, esse célculo n3o

Seja

fi('n) probabilidade de deixar o estado s; e retornar a ele pela primeira vez em exata-

mente n passos.
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A probabilidade do primeiro retorno a s; em n passos pode ser calculada recursivamente pela
Equacdo 2.14:

aiz — ]_
az(il) = G = fi(il)
ai) = Yo f) nz1 (2.14)

Enquanto que a probabilidade do processo retornar ao estado s; em algum momento futuro é dada

por:

oo
fi= > 1. (2.15)
n=1
Se fi; =1, entdo o estado é recorrente, significando que ele é garantidamente revisitado. Se f;; <1
entdo o estado é dito transiente, existindo probabilidade ndo-nula do estado nunca ser revisitado.
Quando um estado é recorrente, f;; =1, entdo é possivel calcular seu tempo médio de recorréncia,

M;;, dado pela equacao:

o0
Mi= > n al(-?). (2.16)

n=1
Se M;; é finito, entdo o estado é dito positivo-recorrente. Se M;; = oo, entdo o estado s; é dito
nulo-recorrente, significando que seguramente o estado é revisitado, mas que isso acontece no limite
do tempo tendendo a infinito. De acordo com Stewart [30], em uma cadeia de Markov com espaco

de estados finito nenhum dos seus estados pode ser nulo-recorrente.

Propriedade 2.4.1. Uma cadeia de Markov finita possui pelo menos um estado positivo-recorrente,

sendo cada um dos estados restantes classificado como positivo-recorrente ou transiente.

Os estados de uma cadeia de Markov também podem ser classificados quanto a periodicidade.
Um estado s; é dito periédico com periodo p se, ao deixa-lo, o retorno a s; sé é possivel em um
ndmero de transicdes que seja mdltiplo de p > 1. Nas palavras de Stewart [30], o periodo do estado
s; € definido como o maior divisor comum do conjunto de inteiros n para os quais agf) >0. Um

estado cujo periodo é p =1 é dito aperiddico.

Definicao 2.4.1. Estado Ergddico: todo estado classificado como positivo-recorrente e aperiédico.

Definicao 2.4.2. Cadeia de Markov Ergddica: aquela onde todos os estados s; € S sdo ergddicos.

2.5 Irredutibilidade

Uma DTMC é dita irredutivel quando cada estado pode ser alcancado a partir de todos os outros

restantes, i.e., para qualquer par de estados s;,s; € S deve existir uma sequéncia de transicdes em
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(m) (n)
i > Oe aj

Para verificar a redutibilidade de uma cadeia de Markov inicia-se particionando o espaco de

cada sentido, tal que a > 0, sendo m e n inteiros.
estados S em dois subconjuntos disjuntos S; e Sz. O subconjunto S # {(0} é dito fechado se ndo
houver transicdo que leve de s; € S a um estado s; ¢ S1. Assim, se existir um subconjunto fechado
S1 C S, entdo a DTMC é redutivel. Por outro lado, se ndo for possivel encontrar um subconjunto
fechado &1 € S, a DTMC é dita irredutivel. Para o caso especial de S; = {s;} ser fechado, s; é
identificado como estado absorvente.

A seguir s3o apresentados dois importantes teoremas sobre irredutibilidade, sem suas correspon-
dentes provas formais.

Teorema 2.5.1. Se uma cadeia de Markov € irredutivel, entdo os seus estados sdo:
e todos positivo-recorrentes, ou
e todos nulo-recorrentes, ou
e todos transientes.
Além disso, todos os estados sdo periédicos com o mesmo periodo, p, ou entdo sdo todos aperiodicos.

O Teorema 2.5.2, a seguir, é consequéncia direta da associacdo entre o Teorema 2.5.1 e a
Propriedade 2.4.1:

Teorema 2.5.2. Se uma cadeia de Markov é irredutivel, aperiédica e finita, entdo todos os seus

estados s3do ergddicos.

Assim, dados os Teoremas 2.5.1 e 2.5.2, relativos a irredutibilidade, aliados a Propriedade 2.4.1,
conclui-se que toda a cadeia de Markov finita e irredutivel é composta somente de estados positivo-
recorrentes. Neste caso, todos os seus estados sao periédicos com o mesmo periodo p ou entdo
sao todos aperiddicos. Dessa forma, basta que se mostre que um desses estados é aperiddico para
provar que a cadeia de Markov é ergédica. Em suma, se a DTMC é finita e irredutivel, entdo seus

estados s3o todos positivo-recorrentes. Se além disso forem aperiddicos, entdo a DTMC é ergddica.

2.6 Distribuicao de Probabilidade

Frequentemente tem-se interesse em determinar a probalidade de uma DTMC ocupar um deter-
minado estado em um dado instante de tempo. Seja 1);(n) a notacdo para indicar a probabilidade

que a cadeia de Markov esteja no estado s; no instante t = n:
i(n) = P(X,, = s;) (2.17)

Em notacdo vetorial, tem-se o vetor linha ¢ (n) = (¥1(n),2(n), - ,¥i(n), -, ¥ (n)). A distri-

buicdo de probabilidade sobre os estados de S em um dado passo n na evolucdo do processo pode
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ser obtida a partir da distribuicdo de probabilidade inicial, 7 = {m;}, e da matriz de probabilidade

de transit¢do, A = {a;;}:

bi(n) = ;%Ui(l)P(Xn:SﬂXl:Si) (2.18)
pi(n) = ;mgyn (2.19)
wn) = Pp(1)APY = gAn! (2.20)

Definicdo 2.6.1. Seja A a matriz de probabilidade de transicido de uma DTMC, e seja z = {z;}

um vetor de distribucdo de probabilidade, i.e.,

zER, 0<z <1 e ZZZ' =1. (2.21)
Vi

O vetor z é chamado de distribuigao estacionéria se e somente se zA = z.

Nas palavras de Stewart [30], se z é escolhido como distribuicdo de probabilidade inicial, i.e.,

1;i(1) = z; para todo s;, entdo para qualquer n tem-se 1;(n) = z;.

Definicdo 2.6.2. Seja dada uma distribuicdo de probabilidade inicial 1>(1). Se existe o limite de
1(n) para n tendendo a infinito, entdo este limite é chamado distribuicao limite e é escrito

Y= lim ¥(n). (2.22)

n— o0

De acordo com Stewart [30], o fato de uma cadeia de Markov possuir distribuicdo limite ndo
implica na existéncia de distribuicao estaciondria, e vice-versa. Uma cadeia de Markov irredutivel se

comportarad da seguinte forma:
e se aperiddica, possui distribuicdo limite;
e se positiva-recorrente, possui distribuicdo estaciondria Gnica.

Pelas Definicdes 2.4.1 e 2.4.2, se os estados de uma cadeia de Markov s3o todos positivo-recorrentes
e aperiddicos, entdo ela é ergddica. Assim, conclui-se que cadeias de Markov irredutiveis e ergddicas
possuem distribuicdo limite e também distribuicdo estacionaria, sendo uma igual a outra. Isto é o
mesmo que dizer que a distribuicdo de probabilidade 1/(n) sempre converge para uma solucdo limite,
1, independentemente da distribuicdo de probabilidade inicial. Ao atingir a distribuicdo limite, diz-se

que o processo alcancou equilibrio, e essa solucdo de equilibrio é facilmente calculada por:

Y =yA, (2.23)

tal qual visto na Definicdo 2.6.1. A seguir, sdo apresentadas algumas propriedades de cadeias de

Markov ergddicas.
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Propriedade 2.6.1. Sejam 1)(n) um processo ergédico e 1) o vetor solucdo para esse processo no
equilibrio, e seja A = A" No limite para n tendendo a infinito, todas as linhas da matriz A

sdo idénticas a 1.

Propriedade 2.6.2. Sejam 1)(n) um processo ergédico e 1) o vetor solucdo para esse processo no
equilibrio. O tempo médio que a cadeia passa em cada estado s; € S é proporcional a v);, a posicao

correspondente no vetor.

Propriedade 2.6.3. Sejam 1)(n) um processo ergédico e 1) o vetor solucdo para esse processo no
equilibrio. A razdo 1;/1; resulta no niimero de vezes que o estado s; € visitado entre duas visitas

ao estado s;.

2.7 Matriz de Probabilidade e o Gerador Infinitesimal

Enquanto que uma DTMC é representada por uma matriz de probabilidade de transicio, uma
CTMC é representada por uma matriz de taxa de transicdo, também conhecida pelo nome de gerador
infinitesimal. De acordo com Stewart [30], probabilidade de transicdo é uma quantidade que depende
do intervalo de tempo da observacdo. Assim, se este intervalo é muito pequeno, também serd muito
pequena a probabilidade de transicao, ao passo que se o intervalo de observacdo é muito grande,
nao se pode ignorar a probabilidade da ocorréncia de miltiplas transicGes no mesmo intervalo. Por
outro lado, uma matriz de taxa de transicao nao depende de um intervalo de observacao, visto que
seus elementos siao definidos como o limite da probabilidade de transicdo para quando o intervalo

de observacao tende a zero:

Qij(t) = A@(}(W),w# i (2.24)
Qu(t) = =Y Qij(t). (2.25)
Y

E em notacdo matricial, tem-se:

Q) = lim (A(t’tztm) -1 ) | (2.26)

A deducdo da expressdo para o calculo do gerador infinitesimal, Equacdo 2.26, pode ser en-
contrada no livro de Stewart [30]. Apesar de optar-se por ndo apresentar esses calculos, parece
importante notar que probabilidades sao sempre valores positivos, enquanto que taxas podem ser
negativas, como é o caso de Q;;(t). Como explicado por Stewart, uma taxa de transicio é definida
como uma derivada e, como tal, pode ser positiva ou negativa. O valor negativo de Q;;(t) apenas
indica que a probabilidade de permanéncia no estado s; diminui com o tempo, enquanto que a
probabilidade de ocorréncia de uma transicdo de s; para s; aumenta; por isso Q;;(t) é positivo.

Como consequéncia, a matriz de probabilidade de transicdo, A, de uma DTMC possui apenas

valores positivos, tal que a soma sobre os valores de cada linha resulta em “1". J4 a matriz de
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taxa de transicdo, (), de uma CTMC tem sua diagonal toda preenchida por elementos negativos, de
forma que a soma sobre os valores de cada linha resulta em “0".
A solucdo de equilibrio de uma DTMC é dada pela resolucdo da Equacdo 2.27, enquanto que a

solucdo de equilibrio de uma CTMC é obtida pela resolucdo da Equacdo 2.28:

YA=1 (2.27)
v =0, (2.28)

onde () é o vetor de zeros da mesma dimensdo que ¢». Como dito anteriormente, um modelo DTMC
pode ser convertido em um modelo CTMC e vice-versa. Segue entdo, que o vetor de solucdo ¥
para o processo no equilibrio é um Unico, independentemente de ter usado a Equacao 2.27 ou a
Equacdo 2.28 para resolver o modelo.

Para converter uma DTMC em uma CTMC correspondente é suficiente subtrair de A a identi-
dade:

Q=A-1I (2.29)

Por sua vez, para converter uma CTMC em uma DTMC correspondente, primeiro, todos os elemen-
tos de () devem ser divididos por (k+¢), onde k é o maior elemento em médulo e € é qualquer valor
ndo negativo conveniente. Isto é til para quando k < 1, entdo ) pode ser dividido por (k+¢) =1,
i.e., simplesmente nao ser dividido. Depois, basta somar a identidade a matriz resultante para obter

uma DTMC correspondente:

1
A:<k+€> Q+1 (2.30)

2.8 Exemplo: Modelo Markoviano do Tempo

Este exemplo é apresentado por Rabiner [26] como forma de ilustrar a aplicacdo de cadeias de
Markov. Trata-se de uma modelagem do tempo para observacoes didrias. Assim, seja a variavel
estocéstica X, que representa o tempo e tem suas realizacdes definidas no conjunto discreto {s; =
chuvoso, sy = nublado, s3 = ensolarado}. Determina-se que as observacdes sdo feitas uma vez ao
dia, que o resultado obtido serd sempre um desses trés estados, ndo sendo possivel a combinacdo

entre eles, e que as probabilidades de transicdo entre os estados sdo dadas pela matriz:

ail] ai2 ais 04 0.3 0.3
A= {aij} = asz1r a2 a3 = 0.2 0.6 0.2
a3l a3 ass 0.1 0.1 0.8

Dado que o tempo no dia 1 é ensolarado (X1 = s3), qual a probabilidade (de acordo com o mo-

delo) de que o tempo nos préximos 7 dias seja “ensolarado-ensolarado-chuvoso-chuvoso-ensolarado-
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nublado-ensolarado”? Mais formalmente, define-se a sequéncia de observacdo O = { X =s3, Xo=
s3, X3 =s3, Xq4=s51, X5 =351, Xg=s3, X7==s2, Xg=s53}. Deseja-se obter a probabilidade de

O, dado o modelo:

P(O|Modelo) = P(s3,s3,53,51,51,53,52,53| Modelo)
= P(s3)P(s3]s3)P(s3]s3)P(s1]s3) P(s1]s1) P(s3]s1) P(s2]s3) P(s3]s2)
= T3:0a33°-G33-0a31°-G11 - a13-a32-a23
= 1-(0.8)(0.8)(0.1)(0.4)(0.3)(0.1)(0.2)
= 1.536x1074

onde a notacdo
7TZ':P(X1:SZ'), 1§Z§|S| (231)

é usada para indicar a probabilidade inicial de cada estado.
Outra questdo de interesse é: dado que o modelo estd em um estado conhecido, qual a proba-
bilidade dele permanecer nesse estado por exatamente d dias? Essa probabilidade pode ser avaliada

como sendo a probabilidade da sequéncia de observacio

0= {Sia Siy  Siy ctt, Sy Sj 7£ Si}
1 2 3 d d+1
dado o modelo, a qual é
P(O|M0d€l,X1 = Si) = (aii)d_l(l — aii) = pi(d). (2.32)

A quantidade p;(d) é a densidade de probabilidade de duracdo d no estado s;. Essa duracdo
exponencial é caracteristica do tempo de permanéncia em um estado numa cadeia de Markov. A
partir de p;(d) pode-se calcular o nimero médio de observacdes subsequentes em um dado estado,

condicionado ao fato desse ter sido o estado inicial

a = >od-(nld) (233)
d=1
- i d- ((au’)d_l(l _aii)> = 1_1a“ (2.34)
d=1 1%

Assim, de acordo com o modelo, o niimero esperado de dias ensolarados consecutivos é 1/(0.2) =5
(o atual, mais 4 dias de sol), de dias nublados é 2.5 e de dias chuvosos é 1.67.
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3. REDES DE AUTOMATOS ESTOCASTICOS

Este capitulo é dedicado ao estudo de Redes de Autématos Estocasticos em escala de tempo
continua. O formalismo foi desenvolvido na década de 80, por Plateau [25], e recebe contribuicdes
até os dias de hoje. E particularmente adequado 3 modelagem de processos Markovianos que possam
ser estruturados em subsistemas que apresentem baixo grau de acoplamento entre si.

O capitulo tem como base os trabalhos de Sales [28,29] e é organizado como segue. Na
Secdo 3.1 sdo informalmente introduzidos conceitos fundamentais; a formalizacdo de Redes de
Automatos Estocasticos é feita na Secdo 3.2; a Secdo 3.3 apresenta os passos para a obtencao do
gerador infinitesimal de um modelo; as Secbes 3.4 e 3.5 s3o dedicadas ao estudo de exemplos de

modelagem usando o formalismo.

3.1 Fundamentos

Redes de Autématos Estocasticos (Stochastic Automata Networks — SAN) tem na tese de
Plateau [25] seu trabalho seminal. Trata-se de uma forma alternativa para modelagem de processos
Markovianos com espaco de estados discreto. Qualquer processo caracterizado como uma cadeia de
Markov pode ser modelado em SAN, seja a cadeia finita ou infinita, redutivel ou irredutivel, periddica
ou aperiddica, homogénea ou ndo, ergddica ou n3o, em tempo continuo ou discreto. O trabalho de
Plateau introduz Redes de Automatos Estocasticos em tempo continuo, que é o foco deste capitulo.
O formalismo de SAN em tempo discreto n3o sera apresentado, sendo o leitor convidado a consultar
os trabalhos de Sales [29] e Brenner [10], se assim desejar.

SAN em escala de tempo continua adequa-se a modelagem de sistemas cujo comportamento
Markoviano é descrito nesta mesma escala de tempo. Contudo, é sempre possivel modificar a escala
de tempo de uma cadeia de Markov, como visto na Secdo 2.7 (Pagina 36). Dessa forma, pode-se
converter qualquer DTMC! em uma CTMC? correspondente, viabilizando a modelagem em SAN
na escala de tempo continua.

Dado um sistema, suponha entdo que o modelador escolha representa-lo por uma rede de aut6-
matos estocasticos ao invés de uma CTMC. Sua primeira tarefa consiste em identificar os autdmatos
e, para isso, o modelador seguird critérios por vezes n3o evidentes e até mesmo subjetivos. No con-
texto de SAN, autébmatos sdo estruturas representando subsistemas que, dado o funcionamento
conjunto, substituem o sistema original sem qualquer prejuizo, visto a equivaléncia de representa-
cdo entre SAN e CTMC [25]. Usualmente, busca-se definir os autématos de forma a minimizar a
dependéncia entre eles.

Segue uma descricdo do formalismo SAN que, embora simpldria, pode colaborar na construcao

dos seus conceitos mais gerais. Cada autéomato do modelo SAN consiste em um conjunto de

!Cadeia de Markov em Tempo Discreto (Discrete-Time Markov Chain — DTMC)
2Cadeia de Markov em Tempo Continuo ( Continuous-Time Markov Chain — CTMC)
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estados com regras de transicdo entre eles, sendo que essas regras podem ou n3o depender dos
outros automatos da rede. Além disso, uma transicio em um automato pode acontecer sozinha ou
acompanhada de transicGes simultdneas em outros automatos da rede. A forma de gerenciar essas
transicOes se da através de eventos. Por sua vez, cada automato, composto de estados, transicoes e
correspondentes regras, é representado matematicamente por matrizes, conhecidas como tensores>.
Por fim, a solucdo do modelo é obtida ao efetuar operacdes entre esses tensores. Disso segue que
SAN é um formalismo Markoviano estruturado, orientado a eventos e dotado de formato tensorial.

Esse conceito serd revisitado mais adiante.

Como nota Sales [28], uma cadeia de Markov pode ser vista como uma maquina de estados, cujos
nodos e arcos representam, respectivamente, os estados e as transicdes definidas na MC*. Em outras
palavras, uma cadeia de Markov pode ser representada graficamente por um tnico autémato. Isto
posto, parece natural indagar se existe alguma vantagem na representacdo de um sistema em SAN.
Fernandes et al. [17] explicam que sdo muitas as situacdes em que SAN é uma escolha apropriada.
Cita-se o exemplo de sistemas distribuidos e paralelos, onde os componentes trabalham de forma
mais ou menos independente, ocasionalmente sincronizando acdes ou operando em diferentes taxas
em funcdo do estado de outros componentes do sistema. Ao escolher a representacio em SAN,
cada componente pode ser modelado como um autémato que interage com os outros da rede. Se

a dependéncia entre os autdomatos é minima, SAN é uma excelente escolha.

No geral, SAN consegue mitigar o problema da explosido do espaco de estados que acontece em
modelos Markovianos muito grandes, onde a matriz de transicio® é tio grande que n3o ha espaco
em memoria para armazena-la. Em SAN esse problema é abrandado pois o sistema é representado
por um descritor Markoviano equivalente a matriz de transicao, porém menos oneroso. O descritor
Markoviano consiste em um conjunto de pequenas matrizes, os tensores, que guardam informacdo
sobre o comportamento de cada autdmato estocastico e a relacdo entre eles no modelo SAN. Por
serem pequenas, no conjunto essas matrizes geralmente requerem menos espaco de armazenamento
do que seria necessario para armazenar a matriz de transicdo correspondente. Como consequéncia,

SAN é capaz de resolver modelos maiores.

Note que, se acaso acontecer de ser criado um modelo muito complexo de um sistema, tal que
sejam necessarios muitos tensores para representd-lo, a ponto de superar o espaco requerido em
memoria para o armazenamento da matriz de transicdo correspondente, ainda assim SAN pode ser
uma representacdo vantajosa, pois existe a possibilidade de distribuir esses tensores entre varios

computadores e paralelizar a solucdo. Em suma, um modelo SAN costuma ocupar menos meméria

3 Tensor é uma entidade matematica criada para generalizar a idéia de vetor para um espaco n-dimensional. Como
consequéncia dessa generalizacdo, um escalar é classificado como um tensor de ordem zero, um vetor é um tensor de
ordem um e uma matriz bidimensional é um tensor de ordem dois. Foi escolhido usar o termo tensor desde ja para
enfatizar que SAN é um formalismo que se beneficia da algebra tensorial.

4Cadeia de Markov (Markov Chains — MC)

>No Capitulo 2 s3o definidos dois tipos de matrizes de transicdo: a matriz de probabilidade de transicio de uma
DTMC e a matriz de taxa de transicio de uma CTMC, também conhecida como gerador infinitesimal. Note que
SAN modela sistemas classificados como CTMC, portanto, neste capitulo tem-se interesse em matrizes de taxa de
transicao.
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que um modelo em MC, mas mesmo que o contrario aconteca, ainda assim é possivel paralelizar a
solucdo, dando conta de sistemas com espaco de estados maiores. No que diz respeito a eficiéncia,
isso depende do algoritmo usado para resolucdo do modelo SAN. Contudo, esse ndo é o foco deste
trabalho, sendo recomendado ao leitor os trabalhos de Webber [31] e Czekster [13], onde esse tépico

¢ extensamente tratado.

Desde o inicio, o formalismo de Redes de Autdmatos Estocasticos conta com a A/gebra Tensorial
Cléassica (Classical Tensor Algebra — CTA), a qual possui recursos que possibilitam trabalhar com
modelos cujas taxas e probabilidades de roteamento sdo constantes. Visando tornar a ferramenta
de modelagem mais versatil, Fernandes et al. [17] estenderam a algebra tensorial para incorporar o
tratamento de funcdes. Assim, as taxas e probabilidades de roteamento poderiam ter seus valores
determinados por funcdes dependentes dos estados de outros automatos. Essa nova algebra recebeu
o nome de Algebra Tensorial Generalizada (Generalized Tensor Algebra — GTA). Para mais detalhes,

aconselha-se ler o Apéndice A ou entdo referir-se aos trabalhos publicados [17] e [12].

3.2 Redes de Autématos Estocasticos

Apesar de ser possivel utilizar SAN para modelar qualquer sistema que se classifique como
uma cadeia de Markov, a ferramenta de solucdo de modelos SAN, PEPS [11], é capaz de resolver

com su CeSSO6 4

somente modelos homogéneos’, ergddicos e finitos. Um modelo Markoviano finito
é garantidamente ergddico se também for irredutivel e aperiddico (Teorema 2.5.2, p.33). Assim,
define-se o foco deste capitulo na modelagem de cadeias de Markov homogéneas, ergddicas, finitas

e irredutiveis.

Geralmente opta-se por observar o sistema e, a partir dele, criar um modelo em Redes de
Automatos Estocasticos para representa-lo. Por outro lado, é possivel partir de uma representacao
em cadeias de Markov e obter um modelo SAN correspondente, embora n3o seja uma tarefa habitual,
visto a dificuldade. Contudo, a seguir faz-se uso dessa Gltima abordagem com o objetivo de explicitar
a relacdo entre os dois formalismos.

Considere a cadeia de Markov da Figura 3.1. Trata-se de um modelo ergddico, pois a cadeia
é finita, irredutivel e aperiddica (Teorema 2.5.2). Ela é irredutivel, pois cada estado é alcancado
a partir de todos os outros (Secdo 2.5, p.32). Sua aperiodicidade pode ser provada tomando-se o
estado “10" como exemplo: a sequéncia {10,11,10} leva a MC de volta a “10" em dois passos e
a sequéncia {10,20,00,10} faz isso em trés passos. Portanto, “10" ndo possui periodo de retorno

definido e, consequentemente, a cadeia toda é aperiédica (Secdo 2.4, p.32).

A Figura 3.2 apresenta uma SAN que modela 0 mesmo sistema descrito pela cadeia de Markov
da Figura 3.1, possuindo exatamente as mesmas propriedades. Esse modelo é formado por dois

autématos estocasticos, cujas transices entre os estados sio reguladas pela ocorréncia de eventos.

5Entenda-se por “resolver com sucesso” a situacio em que o modelo converge para a solucdo estacionaria.
"Uma cadeia de Markov é dita homogénea se sua matriz de transicio independe do tempo.
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Figura 3.1 — Uma Cadeia de Markov

(1) (2)
A A Evento Taxa
ORI
€1 63(7‘(1) ey €2 72
“ es €3 T3
DO
C €5 )
€4 €9
Figura 3.2 — Um Modelo SAN com Dois Automatos
Notacao
A conjunto de autématos do modelo, tal que | A |= N;
A i-ésimo autdmato, onde A € A:
S() conjunto de estados de A,
20 estado local de A, tal que 20 e 8O,
Notacao
E conjunto de eventos do modelo, tal que | £ |= F;

e evento do modelo, tal que e € £.
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Definicdo 3.2.1. Seja um estado z(V) € S®). Define-se:

pot(z(D)  conjunto de eventos possiveis a partir de (%)

Definicdo 3.2.2. Seja um estado () € S e um evento e € €. Define-se:

succe(x(’)) conjunto de estados sucessores de (") a partir da ocorréncia do evento e.

Tome o modelo SAN da Figura 3.2. Dadas as notacoes e definicGes recém vistas, seguem o

conjunto de estados de cada autdomato e o conjunto de eventos do modelo:
S = oM 1) 200y
S@ = {0 121
E={e1,ea,e3,e4,€5}

Para cada estado em cada autémato do modelo, a Tabela 3.1 apresenta o conjunto de eventos

possiveis, enquanto que a Tabela 3.2 mostra o conjunto de estados sucessores em funcao do evento

disparado.

Tabela 3.1 — Eventos Possiveis a Partir de Cada Estado dos Automatos da Figura 3.2

‘ Estado local H Eventos possiveis ‘

pot(O(l)) {e1}
pot(l(l)) {ez;e4}
pot(Z(l)) {e3}
pot(O(z)) {e4}
pot(l(z)) {eq;e5}

Tabela 3.2 — Conjuntos dos Estados Sucessores dos Autématos da Figura 3.2

Conjunto de estados sucessores

Estado local

en=¢1|en=er| en=e3 |[en=es|en=e5
succe, (0) || {11} 0 0 0 0
succe, (1) 0 {2} 0 {11} 0
succe, (201) 0 0 {oM: 1M} 0 0
succe, (02) 0 0 0 {13} 0
succe, (1) [ 0 0 0 {03 | {0®}
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Definicdo 3.2.3. A cada e € £ associa-se uma tupla de evento, (e,7.), onde:

e identificador do evento;

Te taxa de ocorréncia do evento.

Definicdo 3.2.4. A 2 () ¢ SO associa-se uma tupla de transicdo local partindo de 2! para

y(i), notada por (e,ﬁe(x(i),y(i))), onde:

e identificador do evento;

Te(z® y)  probabilidade de roteamento®, assumindo valores entre [0,1].

Notacao
T conjunto de tuplas de transicio local de um modelo SAN, tal que 7* =7 U{0};
2T conjunto de partes (powerset) de 7. Uma parte de 7 é chamada elemento de

transicao.

Definicao 3.2.5. Seja um evento e € £,

O conjunto de indices i (i € [1..N]) de identificacio dos autématos nos quais o

evento e acontece.

Definicao 3.2.6. Um evento e € £ é chamado:

evento local, se |O,| =1,

evento sincronizante, se |O| > 1.

Definicdo 3.2.7. O conjunto de eventos locais é definido como & ={e € & | |O.| = 1}.
Definicdo 3.2.8. O conjunto de eventos sincronizantes € definido como £ ={e € £ | |O¢| > 1}.

Faz-se oportuno agora, apds todas essas definicGes envolvendo eventos, retornar ao modelo da
Figura 3.2. Seu conjunto de tuplas de transicdo pode ser visto na Tabela 3.3, enquanto que a

classificacdo de cada evento em local ou sincronizante pode ser vista na Tabela 3.4.

8Em um autdémato, é possivel que a partir de um estado origem, x, saiam diversas setas de transicdo, com destinos
diferentes, identificadas pelo mesmo evento e. A probabilidade de roteamento de um evento indica a chance de uma
ou outra transicdo ocorrer em funcdo do disparo desse evento.
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Tabela 3.3 — Conjunto de Tuplas de Transicdo do Modelo da Figura 3.2

Estado local Tupla de transicao
Origem | Destino .
o 1M (e1,1)
1M 2(1) (e2,1)
1M 1M (e4,1)
2(1) o (e3,71)
2(1) 1M (e3,72)
0 1@ (e4,1)
12 0 (e4,1)
1@ 02 (e5,1)

Tabela 3.4 — Classificacdo de Cada Evento do Modelo SAN da Figura 3.2

Evento | Tupla de evento | O, Tipo
e1 (e1,71) {1} local
e (e2,72) {1} local
e3 (e3,73) {1} local
e4 (€4,74) {1;2} | sincronizante
es (e5,75) {2} local

A classificacdo dos eventos em locais ou sincronizantes tem uma funcdo pratica. Seja um evento
e € &. Se ele é local, entdo |O.| =1, significando que o evento ocorre em apenas um autémato
da rede. Por outro lado, se |O.| > 1, entdo o evento é dito sincronizante, pois ocorre em mais
de um automato da rede. Este dltimo tipo de evento n3o recebe este nome por acaso: eventos
sincronizantes sao aqueles que provocam transicdes simultdneas em autdmatos diferentes. Considere
novamente o modelo da Figura 3.2. Para que o evento sincronizante e4 ocorra é necessario que o
autdmato A ocupe o estado local 1(1). Portanto, se o autémato A1) ocupa um estado diferente
de 11 e 0 autdmato A2 esta no estado local 0(2), entdo este Ultimo autémato estd impedido de
mudar de estado local até que o autémato A volte a ocupar o estado 1(1), habilitando o evento
e4. Isso n3o acontece quando o autdmato A estd no estado local 1(2), pois neste caso, mesmo

que AM) n3o esteja em condicdo de disparar e4, o evento local e5 pode ocorrer, alterando o estado
local de A2,

Definicao 3.2.9. O espaco de estados produto S de uma SAN é definido pelo produto cartesiano

dos espacos de estados S\V) dos autématos da rede:
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Definicao 3.2.10. O estado global de um modelo SAN € definido pela combinacdo dos estados

locais de todos os autématos da rede, & = (... .2(N)), onde & € S.

Definicdo 3.2.11. A funcio de atingibilidade F é uma funcdo definida em S — [0..1]. A funcdo

associa aos estados globais © € S o valor “1" se sdo atingiveis e o valor “0" quando inatingiveis.

Definicao 3.2.12. O espaco de estados atingiveis S é o subconjunto de S (S C 3) composto de
todos os estados globais & € S tal que F (%) = 1.

Ainda com relacdo a Figura 3.2, a Definicdo 3.2.10 permite verificar que “00"°, por exemplo, é
um estado global do modelo, e portanto faz parte do seu espaco de estados produto, como visto na
Definicdo 3.2.9. Por sua vez, essas definices, aliadas aquelas relativas a atingibilidade, Definicdes
3.2.11 e 3.2.12, permitem que se construa a cadeia de Markov correspondente a esse modelo SAN.
Essa cadeia é exatamente a mesma vista na Figura 3.1.

Com o objetivo de tornar mais clara a definicdo de espaco atingivel, observe o modelo SAN da
Figura 3.3. E praticamente o mesmo modelo apresentado na Figura 3.2, contudo, vé-se diferenca
no autdmato A no que diz respeito aos eventos. Agora, tem-se dois eventos sincronizantes, es
e e4 (Definicdes 3.2.5 e 3.2.6). Como nota Sales [28], um evento sincronizante e é realizdvel no
estado global Z, se e somente se Vi € @, o conjunto de estados sucessores y(?) & succee(x(i)) nao
for vazio. Assim, como visto na Figura 3.4, os eventos ey e ey restringem o espaco de estados
atingiveis desse modelo SAN, pois os estados globais “01" e “21"” s3o inatingiveis a partir de todos
os outros. A identificacdo destes estados inatingiveis pode ser feita como segue: a Unica forma de
alcancar 2(1) & através do evento sincronizante es que, por sua vez, sempre leva ao estado 0 no
autdémato A3, tornando-se impossivel alcancar o estado global “21"; analogamente, a Gnica forma
de alcancar o estado 1(2) ¢ através do evento sincronizante e, que, por sua vez, sempre provoca
transicGes simultaneas que levam ao estado local 1M no autébmato A, sendo portanto impossivel

alcancar o estado “01".

A
e Evento Taxa Tipo
el 7 | loc
ey €9 €9 T Sin
e3 3 | loc
6 ey T4 | sin

Figura 3.3 — Um Modelo SAN com Dois Autématos

9A notac3o aqui usada é tal que o primeiro digito do estado global diz respeito ao autémato AW enquanto que
o segundo digito refere-se ao autémato A2,
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Figura 3.4 — Uma Cadeia de Markov

Definicao 3.2.13. A funcao de transicao local 0 definida como S x S() — T* contém os

rétulos de transicdo do autémato A

Definicdo 3.2.14. A funcio de transicao global Q, definida como S x S — T*, contém os rétulos

de transicdo do autébmato global.

Notacao
Q(i) (x(i),y(i)) rétulo de transicao do estado local 2 () para y(i) em Q(i), contendo uma
lista de tuplas de transicdo (e,7) em 7;
o) (Z,7) rétulo de transicio do estado global  para §j em Q, contendo uma lista

de tuplas de transicdo (e,7) em 7.

Definicdo 3.2.15. Um autémato AW & definido por:
um conjunto de estados S
uma funcio de transicio Q).
Definicao 3.2.16. Uma rede de autématos estocasticos é definida por:

A conjunto de N autématos. Cada autémato A% € A com seu conjunto S e

funcdo de transicio Q') definidos;

0

espaco de estados produto;
) conjunto de E eventos. Cada evento e € £ com sua tupla de evento (e, Te);

F funcdo de atingibilidade, que define o espaco de estados atingiveis S do modelo.
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3.3 Método de obtencdao do Gerador Infinitesimal

O método apresentado nesta secdo consiste na construcdo de uma férmula algébrica que relaciona
um modelo SAN ao seu modelo equivalente em cadeias de Markov. Esta férmula, composta de
operacdes tensoriais, recebe o nome de descritor Markoviano do modelo SAN e, a partir dela,
é possivel obter o gerador infinitesimal que corresponde ao modelo. Esta secdo é inteiramente
baseada no trabalho de Sales [28].

A cada autémato A(®) s3o associadas:

. - i : .
e uma matriz de transicao Ql( ) correspondendo aos eventos locais e suas respectivas tuplas de

transicao;

e | & | matrizes de transicdo Qil correspondendo a parte positiva dos eventos sincronizantes

que ocorrem nesse automato e suas respectivas tuplas de transicdo;

e | & | matrizes de transicdo Qi_) correspondendo a parte negativa dos eventos sincronizantes

que ocorrem nesse automato e suas respectivas tuplas de transicdo.

Sejam

Q,(f) (2D, y®) o elemento do tensor Q,(j) na linha () e coluna 4, onde k € {l,e*, e~ };

L) o tensor identidade de ordem | S®) |.

Definicao 3.3.1. Os elementos da matriz de transicdo local Ql(i) sdo definidos por:
1. Ve € &, V2 y() € SO tal que y() e succe(m(i)) e (1) £ (1)
Ql ( 7y ) Z 7—67-(6( 7y())'

ec;
2. vz e 8
W =—% T nm(al)y0),

ec& y(esucce(z())
3. ¥z 5y e SO tal que y & succe(x) e 2 #£ ()
Ql ( 7y )) O

Definicdo 3.3.2. Seja e € &; e sua correspondente tupla de evento, (e,T.). Define-se:

Le indice do autémato escolhido para carregar a taxa 7. desse evento, tal que
te € Oe.

Definicao 3.3.3. Os elementos da matriz de transicdo Qg referente a ocorréncia do evento

sincronizante e € £ no autémato A(’), s3o definidos por:
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1. Vig O,
fol = [|3(z')|f

2. Valte) yle) € Ste) tal que y(te) € succe(x())
QU (1) y(te)) = 1 (wte) g (te))

3. Vie O, tal quei# e, Yo'y € SO tal que y¥) € succ.(x®)
QU (a0,y0) = (a0, );

4. Yie O, ¥z ) e SO tal que y) & succ,(z)
QU (0,4 =0.

Definicao 3.3.4. Os elementos do tensor das transicdes sincronizadas que representam o ajuste

necessario a ocorréncia do evento e € £; sado definidas por:
1. Vi ¢ O,
QSJ = I|5(i)|i
2. Valte) € Sle)
QU (alte) lie)) = — > Teme(zlte) ylte));

ylee) esucce (z(ve))
3. Vi€ O, it eV e S
QP20 20y = 5 a (@ yd);

y( csucce (V)
4. Vie O, ¥z y) € 8O ¢ z(1) #+ y(®
Qiﬁ) (2@, 4@y =0.
Definicdo 3.3.5. Seja uma SAN bem definida'®. O gerador infinitesimal Q) da cadeia de Markov

correspondente € representado pelo descritor Markoviano associado a SAN [12,17,25], dado pela

féormula tensorial da Equacdo 3.1:
20 S oD o o )
0=@,0"+ ¥ [®,0"+®,0" (31)
i=1 e€s \i=1 i=1

Como nota Sales [28], uma vez que toda soma tensorial é equivalente a uma soma de produtos

tensoriais (veja o Apéndice A), o descritor Markoviano pode ser apresentado como:

(N+2&]) N

Q= Y Q. (32)
=1 =1

100 conceito de SAN bem definida estd detalhado em outros trabalhos como o de Sales [29] e Brenner [10].
Contudo, cabe dizer que, seguindo a risca as definicGes aqui apresentadas, os modelos SAN criados tendem a ser
naturalmente bem definidos.
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]|S(i)\ para j < N ej#i
0 Q) para j< N e g =1
i) .
onde Q" = QSJZ para N < j < (N+|& )
(J—N)
QS) para j > (N+ | & |)
(G—(N+|Es]))

Tabela 3.5 — Descritor Markoviano

1 i )

Qz( ) ® I s ® ® Isow-n; ® s
. (2) )
I s ® Q ® @ Tsv-u, ® Tisan)
N
N-1)
I sy ? I s ? %’ Q; ? Lisn)
N
]\S(l)\ ® ]‘3(2)‘ & ® [‘S(N—l)l ® C‘?l( )
> g g 17 g
(1) (2) (N-1) (N)
Qg QG T Y 9 Y
eJr
1 2 N-1 N
dr e el ¢ 9 ey’ ¢ oy
2‘59‘ [€s] |€s] |€s] |€s]
(1) (2) (N-1) (N)
@ ¢ 9 9 T Y 9 9
o

(1) (2) (N—1) (N)
Z (= = ® ® = X _
Qe\ss\ 9 Qe\gs\ 9 g €les) g €les)

3.4 Exemplo: Jogo “Cara ou Coroa”

Este é um jogo popular de adivinhacdo com uma série de variacdes conhecidas. A versio
modelada nesta secdo conta com somente um jogador e uma moeda. Sempre que a moeda é
lancada, o jogador tenta adivinhar qual face cairad virada para cima, ou seja, deve escolher cara ou
coroa como resultado do lancamento. O jogador vence sempre que sua espectativa é confirmada,

caso contrario ele perde.

A Figura 3.5 apresenta uma possivel modelagem em SAN, composta por dois autdmatos, .J e
M. O primeiro representa a aposta do jogador, dentre as possibilidades cara ou coroa, identificadas
pelos estados C'a e Co. O segundo automato representa uma espécie de maquina que lanca a
moeda e verifica o resultado da adivinhacdo, sendo os estados identificados como Ca, Co, Jy e Jp,

os ultimos dois significando jogador vence e jogador perde.
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6(7TMC<>)

Evento ‘ Taxa‘ Tipo

e po | sin f={(stJ == st M)xuy;
lv f loc

g= (st J!= st M)*pup;
lp g | loc

Figura 3.5 — Modelo SAN para o Jogo “Cara ou Coroa”

Neste modelo ha dois eventos locais e um evento sincronizante. O lancamento da moeda e a
aposta do jogador sao acdes simultaneas, representadas pelo evento sincronizante e, o qual dispara
transicoes levando a C'a ou C'o em ambos os autématos. Os valores 7 ¢, € 7c, S30 as probabilidades
de escolha, ou probabilidades de roteamento, representando o comportamento do jogador ao escolher
cara ou coroa, enquanto que os valores Tyc, € Tmco Sao as probabilidades de escolha da prépria
moeda. Se Tmca # Twmco, €Nt3o a moeda é dita viciada. O evento e sé é realizavel se o estado local
do autémato M for Jy e Jp, ndo importando o estado local do autémato J, visto que neste dltimo
autémato e é realizavel a partir de qualquer estado!l.

O evento local Iy, acontece quando o jogador vence. Ele altera somente o estado do autémato
M, possuindo uma taxa funcional que é diferente de zero (e igual a py) apenas quando ambos os
automatos estao no mesmo estado, ou seja, confirmou-se o palpite do jogador. Analogamente, o
evento [p acontece quando o jogador perde, sendo a taxa funcional igual a up quando os automatos

ocupam estados diferentes, ou seja, o jogador errou no palpite.

3.4.1 Descritor Markoviano e Gerador Infinitesimal

O descritor Markoviano desse modelo é composto dos seguintes termos:

Q - Ql‘l'Qs

Ql - Q{%Q;MZQ{%IHM—FITLJ%Q{M

Qs = QLoQl+Ql ot

1 Condigdo para realizagio de um evento sincronizante: Vi € O, succee(z(V)) # {0}.
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Seja a ordenacdo dos estados locais de cada autémato: J = {Ca,Co} e M ={Jy,Jp,Ca,Co}.

Dada a ordenacdo, as matrizes que compdem o descritor Markoviano sio:

J _ | M
Qi =

M Tyca

7rMCa

T'mca

0
0

QM =

o O O O
o O O O

H T co
H T yco

TMcCo

TMco

0
0

0 0 0 0
0 0 0 0
QM =
f g —(f+g) 0
fg 0 —(f+9)
QJ _ —H (7TJCa +7TJC0) 0
‘ 0 —H (7TJCa + 7TJCo)
ﬂ-MCa +7TMC0 O 0 O
QA{ _ 0 Tmca + Twce 0 0
€ 0 0 0 0
0 0 0 0

O gerador infinitesimal do modelo é obtido ao resolver explicitamente as operacdes tensoriais

definidas no descritor Markoviano. A matriz que segue corresponde ao gerador infinitesimal antes

de ter seus elementos funcionais avaliados:

— 0 Tuca Tuca b Mo Tuca f4 | O 0 Twca Moco b Tuco Tico H
0 —f Tuc Mca b Mo Myca f | 0 0 Twca Mico b Tuco Tico H
f g9 —(f+y9) 0 0 0 0 0
Q= [ g 0 —(f+9) | 0 0 0 0
0 0 Tuca Mica b Tmco Taca b | =K 0 Tea Moo b Traco Taco 1
0 0 Tue Tica b Tmco Maca 0| O =0 Tuca Toco b o Maco 1
0 0 0 0 ffr =(f+9 0
0 0 0 0 9 9 0 —(f+9)

Apés atribuir valor aos parametros, p = py = pp =1, me, = 0.9, T, = 0.1, Ty, = 0.2 €

Tuce = 0.8, e avaliar os elementos funcionais, obtém-se o gerador infinitesimal:

~1 0 018 0.72] 0 0 002 0.08
0 —1 018 072/ 0 0 0.02 0.08

1 0 -1 0[]0 0 0 0
o 1 0 —1/0 0 0 0
|70 0 o1 072|—1 0 002 008
0 0 018 072 0 —1 0.02 0.08

00 0 0|0 1 -1 0

o 0 0 0|1 0 0 -1
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Atribuindo novos valores aos parametros, =2, py =5, up =10, mc, = 0.9, 7, = 0.1, Tye, =

0.2 e e, = 0.8, e avaliando os elementos funcionais, obtém-se um novo gerador infinitesimal:

2 0 036 144| 0 0 004 0.16
0 -2 036 144| 0 0 0.04 0.16

5 0 -5 0[]0 0 0 0
o 100 0o -10/0 0 0 o0
Q= 0 0 036 1.44|-2 0 0.04 0.16
0 0 036 144| 0 -2 0.04 0.16

O 0 0 0|0 10 —10 0

o 0 0 0|5 0 0 -5

3.5 Exemplo: Jogo “Dois ou Um”

Esta secdao tem por objetivo mostrar que, dado um sistema, nao existe um modelo absoluto
que o represente. Além da escolha do formalismo, dentre os muitos existentes, cabe ao modelador
identificar elementos relevantes e inclui-los na modelagem. A forma de representar esses elementos
é também uma decisdo subjetiva, o que leva a concluir que um Unico sistema pode ser modelado
de diversas formas.

Considere entdo o jogo “Dois ou Um". Esta é uma das variacdes de um jogo de mdo mundial-
mente popular chamado Morra. A partida comeca com muitos jogadores e o objetivo é elimina-los,
rodada apds rodada, até que sobrem apenas dois, sendo estes declarados os vencedores da partida.
Quando a rodada inicia, todos estdao com seus punhos fechados e gritam em coro o nome do jogo;
ao final do coro e de forma simultdnea, cada jogador estende “1" ou “2" dedos expondo sua escolha
aos demais. Passam para a préxima rodada aqueles que representam a maioria, enquanto que a
minoria é eliminada da partida. O jogo termina quando a maioria constar de dois jogadores. Assim,
se a partida inicia com dez jogadores e na primeira rodada sete deles jogam “1" enquanto que os
outros trés jogam “2", entdo esses ultimos s3o eliminados e a partida continua com os sete que
constituiram a maioria.

A Figura 3.6 apresenta uma modelagem SAN para o jogo “Dois ou Um" com N jogadores
representados por N autdmatos. Cada autdémato possui quatro estados: “J" (Joga) indica que o
jogador esta pronto para iniciar nova rodada, ele permanece nesse estado até que todos estejam
em condicdes de jogar; “I" e “I1" sdo as opcdes de jogo; “P" (Perde) informa que o jogador foi
excluido da partida, permanecendo nesse estado nas préximas rodadas, até que uma nova partida
comece; por fim, o estado “V"(Vence) de um autdmato é ocupado somente quando ele fica entre
os dois finalistas da partida, vencendo o jogo. Note que os autématos diferem entre si somente na

tendéncia em jogar “1"” ou “2", indicada pela probabilidade de roteamento.
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Evento| Taxa Tipo f= ((nb[A<1>..A<N>] P) + (nb[ AN AN v))!:N .
o ’}0 :ii My = (nbA” ) (nbLAD. A n)) &{(mblA..AY) P) < (N—Q))J;
Mirp = |{(nb A AN] 1) > (nb[AD. AN 1)jicke((nb[AV..AN)] P) < (N—Q)]]:,
[((nb A0 A ) = (mblA..AN] T1)jieke b AD..AN] P) < (N—2))];
M = [[(nbAD. AN 1) <= (nbADV. AN 11))tel| (mbAD..AY] P) < (N—2))];

My = [(nb[A(l).‘A(‘\’)] P)==(N-2));

Figura 3.6 — Modelo SAN para o Jogo “Dois ou Um" — Abordagem que destaca os vencedores

Esse modelo possui dois eventos, ambos sincronizantes. O evento e garante a simultaneidade
nas acOes dos jogadores. Ja o evento e é utilizado somente para iniciar uma nova partida, forcando
a transicdo de todos os autdmatos para o estado “J". Quando ey estd habilitado, e ndo pode ser
disparado pois sua taxa funcional é anulada. A dindmina do modelo é regulada pelas probabilidades
de roteamento, também funcionais. As probabilidades de roteamento 1I; p, II;7 p, 117 ; e 1177 5
sdo avaliadas com base na definicio da maioria: se a maioria dos jogadores botou “1", entdo as
funcdes II; ; e Il p estdo habilitadas; se a maioria jogou “2", entdo as funcdes 117 ; e I} p estdo
habilitadas. A probabilidade de roteamento IIj  torna-se ndo-nula somente quando restaram dois
jogadores, que sdo declarados vencedores, sendo portanto encaminhados ao estado “V'".

E possivel tirar métricas desse modelo sobre o desempenho de cada jogador tendo em vista
o comportamento coletivo. Para exemplificar, suponha um modelo com quatro jogadores. Ao
resolvé-lo, percebe-se que se apenas um jogador apresenta comportamento ndo equiprovavel na
escolha de “1” ou “2", entdo todos ganham igualmente, ou seja, cada um vence 25% das partidas
jogadas. Contudo, as coisas mudam se dois jogadores ndo possuirem comportamento equiprovavel.
Suponha que um deles tende a jogar mais “1"” enquanto que o outro tende a jogar mais “2"”, como
consequéncia, eles perdem mais do que os outros dois que possuem comportamento equiprovavel.
Agora se ambos apresentam maior tendéncia em jogar “1"”, por exemplo, ent3o eles tendem a ganhar
mais partidas do que aqueles que possuem comportamento equiprovavel.

Outro modelo é apresentado na Figura 3.7. Trata-se de uma versio simplificada da modelagem
anterior. Nessa nova abordagem, o estado “V" foi eliminado, sendo declarados vitoriosos aqueles

que se mantiverem por mais tempo jogando, ou seja, os autdmatos com maior permanéncia no



estado “J". Nada mais foi alterado, portanto, a dindmica é a mesma.

Taxa
Ho

f

Evento
€0
e

Tipo

sin
sin

f:[(nb[A' AN P)!:N]*u;

My = | ((nb[AD..AN)] 1) < (nbl AV AN 11)]||((nb[A
Mirp = | (Rl A AN] 1) > (nb[AD. AN H)H(nb[A
1y = |{(nblAD..AN] 1) f( O] 11) et (mb[ A
My = ((nb[A<1>.A<V>] 1) <= ™) H)] [(

> >= (v-2))}
] P)>=(N— 2))];

) P) < (N-2))
VAN P) < (N— 2))};

Figura 3.7 — Modelo SAN para o Jogo “Dois ou Um" — Abordagem Simplificada

Na Figura 3.8 é apresentada uma abordagem mais complexa, com a adicdo de outros N eventos
locais, um para cada automato. Esses novos eventos sdo responsaveis por alterar o estado local de
cada automato conforme o resultado da rodada, provocando transicoes que levam aos estados “J" e

“P". Por se tratarem de eventos locais, essas transicoes ndo acontecem de forma simultanea, criando
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a necessidade de introduzir no modelo um autémato para servir de meméria sobre o resultado da

rodadal?

: o autébmato M. Apds cada rodada, os autdmatos que representam os jogadores aguardam

a contagem da maioria, computada pelo autémato M que muda seu estado para “I", “II" ou

“E" (Empate). Somente apds ocorrida a transicio em M é que as probabilidades funcionais de

roteamento Iy p, II;; p, Il ; e II;; ; tornam-se ndo nulas, permitindo as transicGes locais que

levam cada jogador ao estado devido, “J" ou “P".

121déia de Paulo Zanin.
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u(mz,m)

ha(mzE)

Evento| Taxa| Tipo

e f | sin
€ Mo | sin
Int | loc
h g | loc Tip = [(st M == 11)|((nbAV.. AN P) >= (N - 2))];
Iy g | loc
- | loc miup = |5t M==1)||(nbl AV .AN)] P) >= (N~ 2))];
N g | loc

m_..:[((st M ==1)l|(st M == B} &c&( (bl A1..AN)] P) < (Nn))]:
iy = [((st M == 11} (st M == B} Jge&e{ (nb[ AV AN P) < (I\'72)j];
T = ((nb[A“)‘.Am)] 1) > (nblAD..AN) H)];

T = [(nb[AULA(\'J} 1) < (mbAD..AN) nj];

(mBAD AN 1) == (nbAD..AN) II)];

Figura 3.8 — Modelo SAN para o Jogo “Dois ou Um" — Inclusdo de um Autdémato de Memdria
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4. MODELOS MARKOVIANOS OCULTOS

No final da década de 1960, Leonard E. Baum e colaboradores publicaram uma série de artigos
lancando as bases para o formalismo de Modelos Markovianos Ocultos [5-9]. As primeiras aplica-
cBes estavam voltadas para o reconhecimento de fala, sendo os trabalhos de F. Jelinek (/nternational
Business Machines — IBM) [3,20,22] e J. K. Baker (Carnegie Mellon University — CMU) [4], no
comeco dos anos 70, pioneiros no uso do formalismo. Na segunda metade da década de 80, Mode-
los Markovianos Ocultos foram aplicados no sequenciamento de DNA, alcancando posteriormente
grande importéancia em todo o campo da bioinformatica [15].

Este capitulo estd estruturado como segue. Na Secdo 4.1 sdo informalmente apresentados alguns
conceitos fundamentais; a definicdo formal de Modelos Markovianos Ocultos é vista na Secao 4.2;
a Secdo 4.3 é dedicada aos problemas classicos do formalismo, sendo que nas Secoes 4.3.1, 432 e
4.3.3 sdo vistos os algoritmos mais usados na solucdo desses problemas, Forward-Backward, Viterbi
e Baum-Welch, respectivamente; por fim, nas Secbes 4.4, 4.5 e 4.6 sdo vistos exemplos de processos

que podem ser modelados usando o formalismo de Modelos Markovianos Ocultos.

4.1 Fundamentos

Na maioria dos processos Markovianos cada estado integrante do espaco de estados corresponde a
um observével® do sistema, tal que essa correspondéncia poderia ser descrita por uma func3o bijetiva.
Este é o caso em uma cadeia de Markov, como visto no Capitulo 2: o processo é estocastico, ou seja,
associam-se probabilidades na escolha do estado seguinte em funcdo do estado atual, contudo, uma
vez escolhido o proximo estado, ndo ha ddvidas sobre qual ele seja, pois o processo é completamente
observavel.

Existem processos que nao podem ser diretamente observados, mas que produzem sinais obser-
vaveis. Um exemplo seria um sinal de radio: interferéncia e ruido podem prejudicar a recepcao, mas
a partir do sinal, mesmo que distorcido, pode-se inferir sobre o real contelido transmitido pela fonte.
Modelos Markovianos Ocultos (Hidden Markov Models — HMM)? é um formalismo dedicado & mo-
delagem desse tipo de problema: processos estocasticos que nao podem ser diretamente observados,
mas que produzem uma sequéncia estocastica de sinais. Ou seja, HMM é um modelo probabilistico
em dois niveis ou estagios, duplamente estocastico 18,21, 26].

O primeiro nivel da HMM diz respeito ao processo oculto, que é caracterizado por uma DTMC3
finita e estaciondria. E comum em modelos actisticos descrever a parte oculta como uma cadeia

de Markov n3o ergddica, como é o caso no modelo de Bakis (left-right model) [26]. Contudo este

LObservavel, no contexto desse trabalho, é algo que pode ser observado. Para ilustrar, ao jogar uma moeda para
cima, obtém-se como resultado da observacdo um dos dois possiveis observaveis: cara ou coroa.

2Hidden Markov Models aparece na literatura sob diversos nomes, tais como Hidden Markov Processes, Markov
Sources, Hidden Markov Chains, Probabilistic Functions of Markov Chains, Statistical Methods of Markov Source.

3Cadeia de Markov em Tempo Discreto (Discrete-Time Markov Chain — DTMC)
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trabalho dedica-se exclusivamente ao estudo de HMMs cuja cadeia de Markov oculta é ergddica.

O segundo nivel trata da parte observavel da HMM: a sequéncia de sinais. Uma HMM ¢ dita
discreta se o conjunto de sinais for discreto e continua no caso contrario. Encontram-se exemplos
de HMM discretas nos problemas aplicados ao sequenciamento de DNA [18]. Em reconhecimento
de padrdes, fala e escrita a mao é comum optar pela modelagem em HMM continua [18]. Todavia,
apenas HMM discretas, com conjunto finito de sinais, sdo tratadas nesta dissertacdo. Uma restricao
adicional diz respeito ao comprimento da sequéncia de sinais, que neste trabalho é sempre finito de
tamanho 7.

A abordagem para descricio de HMM adotada em trabalhos conduzidos pela IBM [21] define
as emissdes de sinais observaveis como funcdo das transicoes entre os estados da cadeia de Markov
oculta. Assim, dada a MC* oculta, com sua matriz de probabilidade definida, uma vez ocorrida
a transicao do estado s; para o estado s; segue o processo de escolha estocastica do sinal a ser
emitido, dentre todos os sinais que essa transicao na parte oculta é capaz de emitir. A abordagem
adotada neste trabalho é um pouco diferente, porém equivalente [18,21,26]: as emissdes acontecem
em funcdo dos estados ocupados pela MC oculta. Assim, cada sinal que compd&e a sequéncia foi
emitido respeitando regras probabilisticas em funcdo do estado da Markov no momento daquela
emissao.

Sumarizando, a diferenca fundamental entre HMM e o resto dos formalismos Markovianos esta
na forma de se observar o sistema. Enquanto que na maioria dos processos Markovianos a observacao
é direta, pois os observaveis sao os préprios estados do modelo, em HMM a observacao € indireta,
feita por inferéncia, pois os observaveis sao funcdes probabilisticas dos estados da cadeia de Markov

oculta.

4.2 Definicao Formal

Sejam
S={s;} conjunto discreto e finito de estados da cadeia de Markov, tal que | S |= N;
Y ={y} conjunto de sinais, tal que | YV |= M;
Gt estado da cadeia de Markov no instante t;

Oy sinal emitido no instante ¢.

Definicao 4.2.1. Um modelo Markoviano oculto é definido pelos seus pardmetros A = (A, B, ),

onde:

m={m} distribuicdo de probabilidade inicial, tal que m; = P(q1 = s;) para s; € S;

4Cadeia de Markov (Markov Chain — MC)
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A ={a;;} distribuicio de probabilidade de transicdo, tal que a;; = P(q; = sj|qi—1 = si)
para si,5; €S;

B ={b;j[k]}  distribuicdo de probabilidade de emissio, tal que b;[k] = P(O = yi|q: = i)
parasi€eS ey, € ).

Notacao

Q = q1 9293 - qr—1 qr sequéncia de estados na cadeia de Markov;

O = 010203---O7_107 sequéncia de emissao de sinais.

4.3 Problemas Classicos

Rabiner [26] apresenta trés problemas fundamentais a serem resolvidos antes de fazer uso de um
modelo HMM?. Esses problemas, responséveis pelo ajuste fino de um modelo, sio os seguintes:

Problema 1: Probabilidade de uma Sequéncia de Sinais

Sejam o modelo A\ = (A,B,7) e a sequéncia de sinais O = O103---Or.
Como calcular de forma eficiente a probabilidade dessa sequéncia ser gerada
pelo modelo, P(O|\)?

Problema 2: Sequéncia Otima de Estados

Sejam o modelo A\ = (A,B,7) e a sequéncia de sinais O = O105---Or.
Dentre as diversas sequéncias de estados que poderiam ter gerado essa

sequéncia de sinais, qual é a mais provavel?

Problema 3: Maximizacdo da Probabilidade de uma Sequéncia de Sinais

Como os pardmetros A = (A, B,7) do modelo sdo ajustados para maximizar
P(O|N)?

A probabilidade P(O|\) pode ser calculada diretamente, pela prépria definicdo dos pardmetros
do modelo e probabilidades condicionais associadas, como é visto a seguir, no inicio da Secdo 4.3.1.
Contudo, o Problema 1 é especifico quanto ao critério de eficiéncia, satisfeito pela introducdo do
algoritmo Forward-Backward, também na mesma secdo. Uma interessante aplicacdo é a que segue:
supondo uma sequéncia conhecida de emissoes de um sistema fisico real e um conjunto de modelos
HMM criados para descrevé-lo, pode-se selecionar o melhor dentre os modelos pela solucdo do
Problema 1. O melhor modelo seria aquele com maior P(O|\).

O Problema 2 é aquele onde se tenta revelar a parte oculta do modelo, buscando indicios sobre

o funcionamento do sistema. Para tanto, é importante selecionar um critério de otimizacdo das

SRabiner [26] fundamenta essa abordagem nas idéias apresentadas por Jack Ferguson, do IDA, em apresentacdes
nos Laboratdrios Bell.
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probabilidades condicionais calculadas, e esta é justamente a parte complicada, dependente inclusive
dos objetivos que se deseja alcancar. Na Secdo 4.3.2 s3o apresentados dois critérios de otimizacdo,
dentre os muitos que poderia-se pensar, com foco no estudo do algoritmo de Viterbi. Tipicamente
este problema é solucionado com o objetivo de aprender sobre a estrutura do modelo estudado.
Um modelo é bom quando explica bem o comportamento do sistema modelado. O estudo
inicial de um fenémeno fornece ao modelador uma compreensdo parcial de seu funcionamento,
possibilitando a construcao de um modelo rudimentar que o descreva. Para melhor corresponder ao
fendmeno observado é necessario que o modelo seja calibrado. Em se tratando de modelos HMM, a
solucdo apresentada para o Problema 3 consiste em um método para realizar o ajuste dos parametros
de forma iterativa, buscando maximos locais. Na Secdo 4.3.3 é feito um estudo do método para

solucdo desse problema: o algoritmo de Baum-Welch.
4.3.1 Solucdo do Problema 1

Sejam
A= (A, B,m) parametros do modelo HMM;

O = 0102---O7 sequéncia de emissdo de sinais.

Deseja-se calcular P(O|\): a probabilidade da sequéncia O ser gerada pelo modelo A\. A ma-
neira mais direta de realizar esse calculo parte da identificacdo de todas as sequéncias de estados
com tamanho 71" capazes de gerar O. Cada sequéncia de estados contribui com uma parcela da
probabilidade total de emissdo de O.

Seja

Q = q1 g2 -+ gr uma sequéncia de estados na cadeia de Markov.

A probabilidade de que O seja gerado a partir da sequéncia de estados () é dada pela Equacdo 4.1,
onde P(O¢|qt,\) é a probabilidade condicional de emitir um observavel no instante ¢ em funcdo
do estado ocupado pela MC neste mesmo instante. Na Equacdo 4.2 o produtério é expandido

considerando que as emissbes de sinais sio estatisticamente independentes® entre si.

T

PO|Q,N) = I P(Ota,N) (4.1)
t=1

P(O‘Q7>‘) = bQ1 [Ol]'b(Iz[O?]"'bQT[OT] (4-2)

A Equacao 4.2 corresponde a probabilidade de que O seja gerada por uma determinada sequéncia

() de estados, ou seja, corresponde a parcela de contribuicdo da sequéncia () na emissdo de O. Cabe

A independéncia entre emissdes de sinais é assumida por todo este trabalho.
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agora determinar a probabilidade da sequéncia () nesse modelo:

P(Q[N) = Tg1Aq1q2%g2q3 """ Aqr_1qr (4.3)

Ao multiplicar a Equacao 4.2 pela Equacao 4.3 obtém-se a Equacao 4.4, que indica a probabili-

dade conjunta da sequéncia () e da emissdo simultanea de O.
P(O,Q[N) = P(O|@,A) P(Q|A) (4.4)

Na Equacao 4.4, ao fazer o somatdrio sobre todas as sequéncias () capazes de emitir O, obtém-se

a Equacao 4.5, ou seja, probabilidade total de que o modelo A\ emita a sequéncia de sinais O:

P(OIN) = S_P(O|Q,\) P(QIN)
vQ

- Z Ty 0gy [01] @g1:04,[02] -+ agp_1q10g, [OT] (4.5)

41,92, 4T
A Equacdo 4.5 nada mais é do que a definicdo matematica direta do Problema 1, logo, a solucdo
para este problema pode ser obtida simplesmente resolvendo essa equacdo. Sua resolucdo, contudo,
envolve aproximadamente 27"- NT calculos, sendo bastante onerosa e muitas vezes até impraticavel,
mesmo para modelos pequenos, na época da publicacdo de Rabiner [26]. Para exemplificar, um

072

modelo com N =5 (estados) e 7" = 100 (observacdes) envolveria aproximadamente 10°¢ calculos.

Um procedimento mais eficiente era necessario.

Algoritmo Forward-Backward

Esse algoritmo é composto de duas partes:
— forward: procedimento indutivo baseado no célculo da varidvel oy (i);
— backward: procedimento indutivo baseado no célculo da variavel 5;(7).
Ambas as partes sdo apresentadas nesta secdo, contudo, apenas a parte forward é necessaria a
solucdo do Problema 1. A parte backward é importante para a solucdo dos Problema 2 e 3 e por

esse motivo é aqui apresentada.

Definicao 4.3.1. A varidvel forward é definida pela expressdo:
Ozt(i) = P(Ol OQ Ot, qr = Si|/\), (4.6)

ou seja, oy (i) armazena a probabilidade de uma sequéncia parcial de emissées, desde o instante
inicial 1 até o instante t, juntamente com a probabilidade de que a cadeia de Markov ocupe o estado

s; no instante t.

A solugdo do Problema 1 pode ser obtida indutivamente através do célculo de a4(7), tal como

no procedimento que segue:
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1. Inicializacdo:

oq(i) = mbi[Ol], 1<:<N (4.7)
2. Inducado:
N
a(j) = [Zat_l(z‘)aij b;j[Oy), 2<t<T (4.8)
i=1
1<j<N
3. Finalizacao:
N
P(O|X)=>_ar(i) (4.9)
i=1

O passo relativo a inicializacdo do procedimento atribui a «;(7) a probabilidade da MC ocupar
o estado s; no instante inicial £ = 1 e simultdneamente emitir o sinal observavel O;. Este calculo é
feito para todo s; € S.

O passo indutivo é o cerne do procedimento (veja a Figura 4.1). A parte entre colchetes
considera a probabilidade conjunta, a;_1(i), da emissdo da sequéncia parcial de sinais até Oy
com a ocupacao do estado s; no instante ¢ — 1 e executa sua multiplicacdo pela probabilidade de
transicdo, a;;, do estado ¢;—1 = s; ao estado ¢; = s;; ao somar sobre todos os possiveis s; € S que
levam ao s; em questdo, obtém-se a probabilidade conjunta da sequéncia parcial de sinais até O; 1
com a ocupagdo do estado s; no instante t. Isto feito, basta multiplicar o resultado por b;[O;] para
obter a4(j), ou seja, a probabilidade conjunta da sequéncia parcial de sinais até O; com a ocupagido
do estado s; no instante ¢. Este calculo também ¢ feito para todo s; € S, para todos os instantes
no intervalo 2 <t <T.

t t+1

@t(i) 04t+1(j)

Figura 4.1 — Algoritmo Forward-Backward — Parte Forward llustrada (Fonte: Rabiner [26])

A solucdo do Problema 1 é obtida ao fazer o somatério de vy (i) sobre todos os estados s; € S,

o que fornece o valor de P(O|\): a probabilidade de que a sequéncia de sinais O seja emitida pelo
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modelo A\. Uma forma de verificar a veracidade dessa afirmacdo pode ser através da prépria definicdo

da varidvel forward no instante 7":
ar(i) = P(O1 Oz -+ Or,qr = si|\), (4.10)

ao somar sobre todos os estados s; € S obtém-se P(O|\).

A solucdo para o Problema 1 pode entdo ser calculada usando tanto a Equacdo 4.5 como o
procedimento para o célculo da parte forward do algoritmo Forward-Backward. Enquanto que a
Equac3o 4.5 requer aproximadamente 27" - N7 calculos, o procedimento para o calculo de P(O|\)
através da parte forward do algoritmo requer aproximadamente 7"- N? calculos. Para um modelo
pequeno, com N =5 (estados) e T'= 100 (observacdes), a primeira opcdo envolveria na ordem de
107 célculos enquanto que pelo uso da variavel forward seriam necessarios aproximadamente 3000
calculos, sendo claro o ganho em eficiéncia que esse algoritmo proporciona.

A seguir é descrita a parte backward do algoritmo Forward-Backward. Cabe lembrar que o
procedimento que segue ndo é necessario a solucdo do Problema 1, estando aqui apenas para fins
de completude, visto que a varidvel backward sera importante mais adiante, quando forem tratadas

as solucdes para os Problemas 2 e 3.

Definicao 4.3.2. A varidvel backward é definida pela expressio:

ﬁt(i) = P(Ot+1 Ot+2 OT]qt = Si,)\), (4.11)

ou seja, ((i) armazena a probabilidade de uma sequéncia parcial de emisses, desde o instante t+ 1

até o instante final T', dado que a cadeia de Markov ocupou o estado s; no instante t.
Os valores de 3;(i) podem ser obtidos indutivamente pela execucdo do procedimento que segue:
1. Inicializacdo:

Br(j)=1, 1<j<N (4.12)
2. Inducdo:

N
Bi(i) = > aijbi (O] Be1(4), (4.13)
=1
t=T—1,T—2.-- 1
1<i<N

De acordo com Rabiner [26] e Jelinek [21], a inicializagdo desse procedimento é arbitraria. O
passo indutivo é semelhante aquele visto no procedimento para o célculo da parte forward, porém

a sequéncia de observacdo é criada de tras para frente (veja a Figura 4.2). Para ilustrar, observe os
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primeiros termos calculados através desse procedimento:

Br(j) = 1, 1<j<N

N N
Broa(i) = > aijbi[O7]Br(j) = Zaijbj (O] = P(Orlqr—1 = 5, A)

j=1 1

: li g: a;;b;[Or]

i=1j=1

Br-a(h) = Zahibi[OT1]ﬁT1(i>:[Zahibi[OT1]

i=1 =1

= P(Or_ilgr—2 = sp,A) - P(Or|\) = P(O7—107|qr—2 = 51, \)

t t+1

Bi(4) Br+1(7)

Figura 4.2 — Algoritmo Forward-Backward — Parte Backward llustrada (Fonte: Rabiner [26])

Assim como para a parte forward, o procedimento para o calculo da parte backward do algoritmo

requer aproximadamente 7'- N2 célculos. Essa varidvel serd vista novamente mais adiante no texto.

4.3.2 Solucdo do Problema 2

Sejam

A= (A,B,m) pardmetros do modelo HMM;
O = 0102---Op sequéncia de emissao de sinais;
Q

= @1 ¢2 --- gr sequéncia de estados na cadeia de Markov.

O Problema 2 procura determinar dentre as diversas sequéncias de estados () aquela com maior
probabilidade de ter gerado a sequéncia de sinais O. Rabiner [26] desenvolve dois possiveis critérios
de otimizacao:

— a busca pelo estado individualmente mais provavel a cada instante ¢ de observacao;
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— a busca da melhor sequéncia () de T estados.
O primeiro critério é resolvido com o auxilio do algoritmo Forward-Backward, detalhado na Secao
4.3.1, enquanto que o segundo critério é trabalhado usando o algoritmo de Viterbi, visto mais
adiante.
Para auxiliar na implementacdo da solucao do Problema 2 para o critério de omitizacdo que

busca os estados individualmente mais provaveis, considere a varidvel definida pela Equacdo 4.14.
Definicdo 4.3.3. A varidvel v(i) € definida pela expressdo:
(i) = P(q = s;|O, \) (4.14)

ou seja, v¢(i) armazena a probabilidade da cadeia de Markov ter ocupado o estado s; no instante t,

dada a sequéncia completa de emissées O e o modelo \.

Essa varidvel pode ser expressa em termos das varidveis forward (Equacdo 4.6) e backward
(Equacdo 4.11), como visto na Equagdo 4.15. Nesta mesma equacdo vé-se que a variavel (i) se
constitui em uma nova medida de probabilidade, levando a Equacdo 4.16, onde o somatédrio sobre
todos os estados s; € S resulta na unidade. Para obter o estado mais provavel no instante ¢, basta

que se descubra qual dentre eles que retorna o maior valor de ;(7), como visto na Equacéo 4.17.

(i) = QL0 o))
PO Tl en(0)8(0)

N
> (i) =1 (4.16)
i=1

(4.15)

q = argmazx [y (1)), 1<t<T (4.17)

1<i<N
A abordagem sé funciona garantidamente se a cadeia de Markov além de ergddica tiver suas
probabilidades condicionais definidas tais que a;; > 0, Vs;,s; € S. Em outras palavras, esse mé-
todo, que busca o estado individualmente mais provavel a cada instante, pode indicar a sequéncia
Q = {q1=5n @2=5i, 3=5j} = {sp s sj} como a mais provavel, mesmo que ap; =0 ou
a;j = 0, situagdo em que a sequéncia nao existe. Esse € o momento para buscar um novo critério

de otimizacao, como segue.

Algoritmo de Viterbi

Relembrando, o Problema 2 procura identificar dentre as diversas sequéncias de estados () aquela
com maior probabilidade de ter gerado a sequéncia de sinais O. De acordo com Rabiner [26], o
critério mais usado para resolver esse problema consiste em maximizar P(Q|O,\) pela escolha de
uma sequéncia () apropriada, que sera entdo identificada como Q*: a sequéncia de estados mais

provavel. Alternativamente, maximizar P(Q|O,\) tem o mesmo efeito que maximizar P(Q,0O|\),
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visto que em ambos os casos o argumento Q* é o mesmo. Como forma de auxiliar na implementacao

dessa solucdo, considere a variavel definida pela Equacao 4.18.

Definicdo 4.3.4. A varidvel 6;(i) € definida pela expressdo:

01(i) = maxr P(qiq2 -+ ¢ =si, O Oz - Of|A) (4.18)

ou seja, 6;(i) armazena a maxima probabilidade conjunta das sequéncias parciais de estados e
observaveis, desde o instante inicial 1 até o instante t — 1, incluindo a probabilidade de que O; seja

emitido em funcdo de q; = s;.

Nas palavras de Rabiner [26], d:(i) é a maxima probabilidade no instante ¢ ao longo de um dnico
caminho, considerando as primeiras ¢ observacdes e terminando no estado ¢; = s;. Por inducao,

tem-se:
Ot+1(7) = maz [0¢(i) aij]bj[Op41] (4.19)

1<i<N

Rabiner [26] também explica que, a cada instante ¢+ 1 e estado 5j, € necessario guardar o
argumento ¢; = s; que maximiza Equacao 4.19, pois esta é a forma de obter a sequéncia de estados

Q*. Este argumento é guardado no vetor ©. O procedimento completo é descrito como segue:
1. Inicializacdo:

01(7) = mb;i[O1], 1<i<N (4.20)

Y1(i) =0 (4.21)

2. Recursao:

0(j) = maz, 01(0) aij]bsl01),  2<t<T (4.22)
1<j<N

Y(j) = argmax [525_1(2') aij}, 2<t<T (4.23)

1<i<N
1<j<N
3. Finalizacao:
P* = maz. [67(i)] (4.24)
qr = argmazx {5T(z)} (4.25)

1<i<N
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4. Reconstituicdo da sequéncia de estados (Path backtracking):
G =Ui(gy,), t=T-1,T-2 -, 1 (4.26)

Como nota Rabiner [26], o algoritmo de Viterbi é semelhante (a ndo ser pelo dltimo passo) ao
procedimento para a solucdo do Problema 1 pelo uso da varidvel forward. Uma diferenca é que
no algoritmo de Viterbi busca-se o maximo a cada momento ao invés de somar sobre todas as
possibilidades. Alem disso, a medida que os maximos sao encontrados, os argumentos responsaveis
pela maximizacdo sao guardados, e isso é tarefa desnecessaria ao procedimento apresentado para a

solucdo do Problema 1.

4.3.3 Solucdo do Problema 3

O Problema 3 é dedicado a calibracdo do modelo HMM para que corresponda melhor as ob-
servacoes fisicas reais do sistema. Em outras palavras, a solucdo para este problema consiste em
ajustar os pardmetros A = (A, B, ) de forma a maximizar P(O|\). De acordo com Rabiner [26],

nao ha solucdo analitica para esse problema.

Algoritmo de Baum-Welch

Definicdo 4.3.5. A varidvel {(i,j) € definida pela expressdo:

gt(la.]) :P(qt:8i7qt+1 :SJ‘OvA) (427)

ou seja, &(1,7) armazena probabilidade conjunta da cadeia de Markov ocupar o estado s; no instante

t e o estado s; no instante t+ 1, dada a sequéncia observada O e o modelo \.

Essa varidvel pode ser expressa em termos das varidveis forward (Equacdo 4.6) e backward
(Equacdo 4.11), como visto na Equagdo 4.28 e ilustrado na Figura 4.3, evidenciando tratar-se de

uma nova medida de probabilidade:

Ozt(i) Qij bj [Ot+1] ﬁt—l—l (])
P(O[X)

~ a(7) aijb;[O141] Bi1(j) (4.28)

S (i) aijh;[Ora] Braa (4)

ft(ivj)
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t—1 t t+1 t+2

Figura 4.3 — Algoritmo Forward-Backward — Solucdo do Problema 3 (Fonte: Rabiner [26])

Note que as Equacdes 4.14 e 4.27 se relacionam como mostra a Equacdo 4.29. Ao fazer
o somatério de (i) e &(i,7) sobre o tempo de observacdo, obtém-se o valor esperado dessas

quantidades, como visto nas Equacdes 4.30 e 4.31:

N
(i) =D &l(i,J) (4.29)
j=1
T-1
> (i) = nlmero esperado de transices a partir de s; (4.30)
t=1
T-1
> &(i,j) = namero esperado de transicdes de s; para s; (4.31)
t=1

A solucdao do Problema 3 pode ser obtida através do método iterativo de Baum-Welch, que
reestima os pardmetros do modelo através das EquacBes 4.32 4.33 e 4.34, a seguir. A direita da
igualdade s3o fornecidos os pardmetros atuais, A\ = (A, B,7), a partir dos quais sdo calculados os
novos parametros, A = (A, B, 7). A iteracio continua, usando A no lugar de ), até que o critério

de parada seja satisfeito: A = .

7 = namero esperado de vezes no estado s; no instante (¢t =1)

= (i) (4.32)

ndmero esperado de transicdes do estado s; para o estado s;

Az7 — ; T~ .
J nimero esperado de transices a partir do estado s;

T—-1
tglgt(i,j)
= o (4.33)
> 7e(7)

t=1
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- ndmero esperado de vezes no estado s; e observando o sinal

ndmero esperado de vezes no estado s;

T .
> ()
t=1

_ 5.t.0t=yy, (434)

T .
> ()
t=1

Foi provado por Baum et al. que A é sempre um modelo melhor que )\, visto que com o
método de Baum-Welch a inequacio P(O|)\) > P(O|)\) é sempre verdade [26]. O resultado final
desse procedimento de reestimativa é chamado maximum likelihood estimate, ou em traducao livre, a
estimativa de probabilidade méxima da HMM. Rabiner [26] destaca que esse algoritmo leva em conta
apenas maximos locais, sendo uma solucdo inadequada para o caso de sistemas mais complexos,

com varios maximos locais.

4.4 Exemplo: Experimento com Lancamento de Moedas

Suponha uma sala dividida ao meio por uma cortina. A direita da cortina estd um observador,
curioso sobre o que se passa do outro lado. A esquerda da cortina, s3o realizados experimentos com
moedas. Esta cortina impede observacbes diretas mas permite que o observador, a direita, receba
sinais sobre a realizacdo desses experimentos. Esses sinais podem ser cara ou coroa e eles sdo
emitidos pelo realizador do experimento. Entdo, cada vez que o observador ouve “caral”, entende
que este foi o resultado do dltimo experimento.

Contudo, o observador n3o sabe o que se passa do outro lado da cortina, ou seja, ele ndo conhece
o processo. Ele pode imaginar que o processo seja composto por uma moeda e um lancador, mas é
possivel que existam N moedas e M lancadores. Pode ser que alguma moeda esteja viciada, pode
ser que simplesmente n3o existam moedas e que as respostas sejam escolhidas randomicamente, ou
que um software sorteie uma resposta aleatéria. Enfim, o processo é desconhecido.

Isso ndo impede, porém, que o observador crie modelos, baseados nos sinais que ele escuta, para
tentar explicar o processo. Esta secao apresenta possiveis modelagens para este problema usando o
formalismo HMM, tal como sugerido por Rabiner [26].

Primeiro modelo: O processo é composto por uma tinica moeda. Suas duas faces correspondem
aos dois estados do processo: cara e coroa, que na Figura 4.4 s3o representados pelos estados “1"
e “2". Ao ouvir o realizador do experimento gritar “caral!”, o observador sabe exatamente em que
estado o processo se encontra naquele instante: cara; analogamente, ao ouvir “coroa!”, sabe que
0 processo ocupa o estado coroa. Dada a descricdo, € irrelevante o fato de existir uma cortina
separando o experimento do observador, pois o sinal sonoro recebido corresponde exatamente ao
estado do processo, ou seja, tanto o experimentador quanto o observador observam os mesmos
resultados. Assim, o processo poderia ser modelado como uma simples cadeia de Markov, ao invés

de uma HMM, visto que o experimento ndo estd de fato oculto.
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Cadeia de Markov Oculta Emissoes
1 2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, hiCd A= 1llay ap
o Ca 2| a1 a
| Ca Co
. ats B=10[Cal 0
2 0 bQ[CO]
O =CaCoCaCaCoCoCo ...
bQ[CO]
L -l Co Q=1 2 1 1 2 2 2

Figura 4.4 — Experimento com Lancamento de Moedas — HMM com Uma Moeda

Cadeia de Markov Oculta Emissoes
12
anl [ 1 Feeep- bl[Ca] ,,,,,,, - Ca A= 1lay; a»
i 2lag1 ax
balCa)
| Ca  Co
a1z e B=1b[Ca] b[Co]
o 2 bz[Ca] bQ[CO]

a1
O = Ca Co Ca Ca Co Co Co ...
biCo X
aﬁ@ ————————————————————— 13 o Q=112 1 1 1 2

Figura 4.5 — Experimento com Lancamento de Moedas — HMM com Duas Moedas

Segundo modelo: O processo é composto por N moedas, constituindo os N estados do
modelo, sendo que cada estado pode emitir dois sinais: cara e coroa. Ao ouvir o realizador do
experimento gritar “caral”, o observador sabe que o lancamento resultou em cara, mas n3o sabe
qual foi a moeda lancada; analogamente, ao ouvir “coroa!”, o observador sabe que alguma moeda
foi lancada e resultou em coroa, mas n3o sabe qual. Esse é um caso em que a modelagem em HMM
é adequada, pois existe de fato um processo oculto do observador. As Figuras 4.5 € 4.6 mostram
esse modelo para N =2 e N = 3 moedas, respectivamente.
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Cadeia de Markov Oculta Emissoes
1 2 3
= lla a2 a3
) h(Cal 2]ag1 az a3
T C 3laz1 a3z ass
blCa) 7 4
’/I;g[ca] Ca Co
5 1/b1[Ca) bi[Co
2 bQ[Oa] bQ[CO]
N 3 bg[Oa] bg[co]
bi[Col
bz[CO]\“::\; Co O = Ca Co Ca Ca Co Co Co
4‘/33[0 ]

Figura 4.6 — Experimento com Lancamento de Moedas — HMM com Trés Moedas

4.5 Exemplo: Bolas em Urnas

Suponha uma sala com N urnas carregadas de bolas de cores variadas. Cada urna tem bolas
nas cores azul, branca, preta e rosa em diferentes proporcdes, ou seja, enquanto que 20% das bolas
da urna U1 s3o azuis, na urna U2 elas representam 30% do total. O processo consiste na escolha
aleatéria de uma urna, acompanhada do sorteio de uma bola, que em seguida é devolvida a urna de
origem; uma nova urna é escolhida, dando continuidade ao processo. A cada sorteio o observador,

na sala ao lado, recebe um cartdo onde |€ a cor da bola sorteada.

Um modelo HMM capaz de descrever esse comportamento é composto de N estados, repre-
sentando as /N urnas, e M sinais, representando as cores das bolas nessas urnas. A parte oculta
do processo diz respeito a escolha das urnas, que é descrita por uma cadeia de Markov. A parte
observavel é justamente a sequéncia de cores emitidas pelas urnas, que chega ao conhecimento do
observador através da leitura dos cartoes que lhe sao entregues. A Figura 4.7 mostra esse modelo

para N =3 urnas e M =4 cores de bolas (azul, branco, preto e rosa).
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Cadeia de Markov Oculta Emissoes
bl
o 7 Azul
bQ[AJ,,,’/ . /
g /bs[A]
: 1203
\‘7;’1:!{1\[‘331 4 Lo a1z a3
/ 22lBlIBranco 2|an an ay
S 3lasr az ass
i
bl A B P R
., olF] | Preto 5 L 0ilA] bi[B] blP] bR
‘ ‘ 2\b2[A] bo[B] bo[P] bo[R]
3|bs[A] bs[B] bs|P] bs|R
im [A] bs[B] bs[P] bs[R]
bz[R\]\‘* :\
- Y Rosa
bs[R]

Figura 4.7 — Bolas em Urnas = HMM com N =3 e M =4

4.6 Exemplo: Tabuleiro Numerado

Suponha um tabuleiro quadrado com N =400 posicGes e uma peca. Esta peca pode andar na
direcdo leste-oeste ou na direcdo norte-sul, ou seja, movimentos diagonais ndo sdo permitidos. Cada
posicdo no tabuleiro é identificada por 7'(i,7), correspondendo a linha i e coluna j do tabuleiro.

A escolha da posicdo é dada pelo lancamento de um dado sextavado de proporcoes equilibradas,
isto é: a probabilidade associada a cada face é de %. O resultado do lancamento do dado indica o
nimero de passos que devem ser feitos na direcdo e sentido que se desejar. Assim, a transicdo entre
T(2,3) e T'(2,10) n3o é possivel, pois isso significaria dar 7 passos, o que supera o nimero maximo
de passos permitidos, que é 6.

Cada posicdo no tabuleiro contém um nimero, que é o valor absoluto da diferenca entre i e j.
Esse niimero é o (nico sinal emitido nessa posicao, contudo, varias posicoes emitem esse mesmo
sinal, por exemplo: 7'(2,3), T'(3,2), T(15,16), dentre outros.

Com o que foi dito até agora, as posicoes do tabuleiro representam os estados do sistema e os
numeros contidos nessas posicOes representam as emissdes em cada estado. A Tabela 4.1 apresenta
em uma matriz como seria a aparéncia desse tabuleiro.

O processo se da como segue: alguém é responsavel por jogar o dado, decidir o sentido, reposi-
cionar a peca e dizer o valor encontrado na nova posicao do tabuleiro; o observador estd em outra

sala e ouve o que é dito, recebendo uma sequéncia de sinais emitidos no intervalo de 0 a 19.
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Seja a sequéncia de sinais observada: O = {3,8,5,1,3}. Algumas sequéncias de estados podem
té-la emitido, dentre elas as sequéncias Q1 = {7'(4,7),1(4,12),7(7,12),7(13,12),7(13,10)} e
Q2={T(4,7),T(4,12),7T(4,9),7(8,9),7(8,5)}.
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5. EQUIVALENCIA DE REPRESENTACAO

Neste capitulo prova-se a equivaléncia entre os formalismos de Modelos Markovianos Ocul-
tos (Hidden Markov Models — HMM) e Redes de Autématos Estocasticos (Stochastic Automata
Networks — SAN). A estratégia consiste na comparacdo entre os geradores infinitesimais obtidos
a partir desses formalismos; a equivaléncia é provada ao mostrar a igualdade entre os geradores
infinitesimais. Para tal, antes de tudo é necessario formalizar o conceito de um gerador infinitesimal
que corresponda ao modelo HMM, visto que a definicdo classica do formalismo nao contempla este
ponto. Para a definicdo classica dos formalismos HMM e SAN, consulte os Capitulos 4 e 3.

O capitulo estd organizado como segue. Nas Secdes 5.1 e 5.2 s3o apresentados dois métodos
para obtencdo do gerador infinitesimal para HMM, cuja equivaléncia entre eles é provada ao final

da Secdo 5.2; a Secdo 5.3 apresenta um método de conversio de modelos HMM em SAN.

5.1 Obtencao do Gerador Infinitesimal para HMM — Primeiro Método

Seja o modelo HMM descrito pelos pardmetros A = (A, B,7), onde:

A={a;} matriz de transicio da MC! oculta;
B = {b;[k]} matriz de emissdo de sinais;
m={m} vetor de distribuicdo de probabilidade inicial da MC oculta.

Seja § = {s;} o conjunto de estados da MC oculta e seja V = {yx} o conjunto de sinais. A
matriz A é quadrada de ordem ny =| S | e a matriz B tem tamanho n4 x np, onde np =| Y |.
Essas matrizes tém seus elementos definidos como:

a;j = P(s;]s4) probabilidade da transicio? do estado s; para o estado 5j;

bilk] = P(yg|si) probabilidade da emissdo do sinal y; quando a MC ocupa o estado s;.
Seja
P(sj,yk|si) = a;jb;[k] probabilidade de emitir y;, e sofrer transicdo de s; para s;.

Pode-se organizar os valores P(sj,yi|s;) em uma matriz de tamanho n4 x (ngnp). Visando

facilitar a compreensdo, suponha ny =2 e ng = 3. Essa matriz tem a seguinte aparéncia:

1Cadeia de Markov (Markov Chain — MC)
2Este trabalho tem foco em cadeias de Markov homogéneas, onde vale a relacio P(Xiy1 = s;|Xt = 8;) =
P(Xl = Sj|XQ = Si)ZP(SﬂSi).
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‘ S1,Y1 S$1,Y2 51,Y3 52,Y1 52,Y2 52,Y3
Pl - S1 a11b1[1] a11b1[2] a11b1 {3] algbl[l] a12b1 {2] a12b1 [3]
So | ag1ba[l] ag1ba[2] a01b2[3] agnbo[l] ageba[2] agbs|3]

Como visto, a matriz P’ tem seus elementos definidos pela probabilidade condicional P(s;,y|s;),
que fornece a probabilidade de emitir o sinal y; e sofrer transicao para o estado s;, visto que o estado
anterior era s;. Nota-se que a emissao anterior nao é considerada no calculo, entdo, ao assumir

explicitamente a independéncia entre emissdes, pode-se escrever:

P(Sjvyl|3iayk‘) - P(Sjvylv |Sl> = al]bz[l]
Dessa forma, obtém-se a matriz quadrada P, de ordem nanp:

S1,Y1 S1,Y2 S$1,Y3 52,Y1 $2,Y2 $2,Y3
s1,y1 | annbi[l] a11b1[2] a1161[3] a12bi[1] a12b1(2] ai2b1[3]
S1,Y2

P= 51,93 K 7 7 7 7 7

S2,y1 | ag1ba[l] a21b2[2] a21b2[3] agaba[l] agb2[2] aznba(3]
52,Y2
52,Y3

onde as aspas duplas indicam que o valor da célula é idéntico ao daquela acima. Como exemplo,
considere a célula ps35, localizada no cruzamento da terceira linha com a quinta coluna. Seu valor
é 0 mesmo que o das células pi5 e pas, significando que ndo interessa se o ultimo sinal emitido foi
Y1, Y2 OU Y3, pois 0 que importa é que a transicdo parte de s; para sy com a emissao do sinal ys,
emitido em funcdo do estado de partida, s;.

Qualquer que seja a ordem de A e o tamanho de B a matriz P é uma matriz estocastica de ordem
nanpg, podendo ser vista como a cadeia de Markov em escala de tempo discreta que corresponde
ao modelo HMM em questdo. Para obter o gerador infinitesimal correspondente, (), basta que se
subtraia de P a identidade (Secdo 2.7, p.36):

Q=P—1
apbi[l]—1 ay1b[2] ay1b13] aj2b1[1] a1201(2] ay2b1 3]
aypb1[1] a11b1[2] =1 a11b1[3] aj2b1[1] a1201(2] a12b1 3]
0= aypbi[1] a11b1(2] ap1bi[3] =1 ajeby[1] a1201[2] a12b1 3]
as ba|[1] az1 b2 (2] as1 b2 3] axnba[l] =1 agbs[2] aba (3]
aglbz[l] ao1b2 [2] ao1ba [3] angz[l] a99b9 {2] —1 agby [3]
azlbz[l] a21b9 [2] a21by [3] angz[l] a29b9 {2] a29b9y [3] —1
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5.2 Obtencao do Gerador Infinitesimal para HMM — Segundo Método

Seja 0 modelo HMM descrito pelos pardametros A = (A, B, ), onde:

A={a;} matriz de transicdo da MC oculta;
B = {b;[k]} matriz de emissdo de sinais;
m={m} vetor de distribuicdo de probabilidade inicial da MC oculta.

Seja § = {s;} o conjunto de estados da MC oculta e seja V = {y} o conjunto de sinais. A
matriz A é quadrada de ordem n4 =| S | e a matriz B tem tamanho n4 x np, onde ng =| Y |.
Essas matrizes tém seus elementos definidos como:

aij = P(s;]s4) probabilidade da transicio® do estado s; para o estado 5j;
bilk] = P(yg|si) probabilidade da emissdo do sinal y; quando a MC ocupa o estado s;.

O método apresentado nesta secdo mostra como obter o gerador infinitesimal correspondente

ao modelo HMM a partir de seus parametros A e B. Para isso é necessario que esses parametros

sejam transformados em matrizes de probabilidade de transicao que, por definicio, sdo matrizes

quadradas. As secOes seguintes apresentam os procedimentos para realizar essas transformacoes.

5.2.1 Método para Obtencdo de uma Matriz de Probabilidade de Transicdo entre Estados

Nesta secdo é feita a operacdo trivial de transformacao do parametro de entrada A de um modelo
HMM na matriz A, que serd usada mais adiante. Essa transformacdo estd aqui pelo rigor formal,

uma vez que, como serd visto, A = A.

Sejam

S conjunto finito de estados da cadeia de Markoyv;

| S | cardinalidade de S.

Definicao 5.2.1. A funcdo T, definida por
T:5Sx8—10,1],

é chamada fungao de transigao e associa uma probabilidade de ocorréncia no intervalo [0,1] a cada

transicdo entre estados do conjunto S.

3Este trabalho tem foco em cadeias de Markov homogéneas, onde vale a relacdo P(X;y1 = 5j| Xt =si) =
P(Xl = Sj|XQ = Si)ZP(SﬂSi).
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Sejam
T(1,7) probabilidade de transi¢do do estado s; para o estado s;, onde s;,5; € S;
A matriz de probabilidade de transicio entre estados de uma DTMC#, cuja ordem
éni=|S|;
Qjj elemento da matriz A posicionado na interseccao entre a linha que corresponde

ao estado s; e a coluna que corresponde ao estado s;.

Definicdo 5.2.2. A matriz de probabilidade de transicio entre os estados de uma DTMC, A, tem

seus elementos definidos por:

&ij = T(i,j), VSZ',SJ‘ €S

Como a matriz A = {aj;}, si,s; €S, do modelo HMM carrega justamente as probabilidades de

transicao entre os estados da cadeia de Markov que estd oculta, segue que
&ij = Q4 VSZ‘,S]‘ S

Para facilitar a compreensdo, considere o caso em que | S |=2. As matrizes A e A tém a

seguinte aparéncia:

S1 52 S1 52
s1 (a1 a2 - . s1 [ air a2 .
A={a;} = ;o A={a;} = A A — A=A
s9 \ ag1 a2 S9 \ ag1 a2

5.2.2  Método para Obtencdo de uma Matriz de Probabilidade de Transicdo entre Sinais

Nesta secdo é feita a transformacdo do parametro de entrada B de um modelo HMM na matriz

B(A), que serd usada mais adiante. Esta transformacdo é necessiria para obter uma matriz de
transicdo entre sinais, que por definicdo deve ser quadrada. Como resultado, B(A) é uma matriz

cujos elementos s3o todos funcionais e dependentes da matriz A, obtida na Secdo 5.2.1.

Sejam

% conjunto de sinais;

| V| cardinalidade de V.

4Cadeia de Markov em Tempo Discreto (Discrete-Time Markov Chain — DTMC)
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Definicao 5.2.3. A funcdo E, definida por
E:SxY—10,1],

é chamada funcao de emissio e associa uma probabilidade de emissio no intervalo [0,1] a cada par
(si,yx) da HMM, onde s; € S ey, € V.

Sejam
E(i k) probabilidade de emissdo do sinal ¥, visto que a MC oculta estd no estado s;;
B(A) matriz de probabilidade de transicdo entre os sinais emitidos em uma HMM,
cuja ordem é n p = | V|. Note a dependéncia® explicita sobre A:
br (@) elemento da matriz B(A) posicionado na interseccio entre a linha que corres-

ponde ao sinal y; e a coluna que corresponde ao sinal ¥;, onde y,y; € V.

Definicao 5.2.4. A matriz de probabilidade de transicio entre os sinais emitidos em uma HMM,

A

E(A) tem seus elementos definidos por:

(@) = E(i,1), Vyp,y €Y, Vs; €S

Assim, os elementos de E(fl) sdo todos funcionais, evidenciando a relacdo de dependéncia
existente no modelo HMM, onde as emissdes acontecem em funcdo dos estados da MC oculta.

Como a matriz B = {b;[k]}, s; € S e y € ), do modelo HMM carrega justamente as probabi-
lidades de emissao de sinais em funcdo do estado ocupado pela cadeia de Markov que estd oculta,

segue que
(i) =bill], Vypy €Y, Vs; €8S

Dessa forma, supondo que o conjunto de sinais tenha cardinalidade | ) |= 3, as matrizes B e

A A

B(A) tém a seguinte aparéncia:

bl b b 1 Y2 Y3
s1 [ b1 1 1 . . .

y1 [ b11(a;)  b12(a;)  b13(as)

B=uiy = | P REBB a0y = e | b)) b)) b

. ' . ' ys \ b31(a;)  Dsa(a;) bss(ay)

sy \by[1l] bN[2] On[3]

5Esta notacdo é prépria da Algebra Tensorial Generalizada, introduzida em [16]. Para mais detalhes, consulte o
Apéndice A.
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(al Y2 Y3
y1 [ bi1] bi2]  Ds[3]
B(A)={b:ll]l} = w2 | bi[1] bi[2] bi[3]
ys \ bi[1]  bi[2] b4[3]
bi[l] para s; =s; bi1[2] para s;=s; b1[3] para s;=s;
bo|1 ara s; = s by |2 ara s; = s bo|3 ara s; = S
bi[l]: .2[ ] p 7 2 bi[2]: .2[ ] p 7 2 bl[?)]: 2[ ] p 7 2
by[l] para s;i=sy by[2] para s;i=sy by[3] para s;i= sy

onde a cardinalidade do espaco de estados S é | S |= N.

5.2.3 Método para Obtencdo do Gerador Infinitesimal da HMM

Aqui conclui-se a exposicdo do método da Secdo 5.2. A obtencdo do gerador infinitesimal para
HMM ¢é um passo importante pois serve de termo de comparacdo na prova da equivaléncia entre
os formalismos HMM e SAN. Para melhor compreender o que segue, recomenda-se a leitura do

Apéndice A, onde s3o apresentados conceitos fundamentais da Algebra Tensorial.

Sejam
A matriz de probabilidade de transicdo entre estados da MC oculta;
l%(fl) matriz de probabilidade de transicao entre os sinais emitidos pelo modelo HMM;
Q gerador infinitesimal correspondente ao modelo HMM.

Dadas as caracteristicas das matrizes A e 3(121) vistas nas Secoes 5.2.1 € 5.2.2, com o auxilio da

Algebra Tensorial Generalizada a matriz de transicio global pode ser obtida pela expressdo tensorial:
P=A®B(A) (5.1)
g

A Equacdo 5.1 fornece a DTMC que corresponde ao modelo HMM. Para obter o gerador in-
finitesimal, basta que se subtraia a identidade. Assim, o gerador infinitesimal correspondente ao
modelo HMM ¢ obtido pela expressdo tensorial:

onde I(”A”B) é a matriz identidade de ordem n ;jn 5.
As cardinalidades de S e Y podem ser quaisquer. Para exemplificar, suponha um modelo HMM

onde | S|=2¢e|Y|=3. As matrizes A e B(A) tém a seguinte aparéncia:
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S1 52 S1 592
A= {ay} - $1 (an a12) A ey} = $1 (?11 ?12)
sy \ a1 ag so \ o1 a2
Y1 Y2 Y3 s V2 v
yi [ bia(as)  bia(as)  bis(a)
s1( bi[l] 01[2] b1[3] A 5 P
B={bi[k]} = — B(A) = {bri(ai)} = ya | b21(ai) b22(ai) b2s(ai)
sz \ b2[1]  02[2]  bo[3] D P S
y3 \ b31(@;) b32(ai) bs33(a;)

a11bi1(a;) anbia(a;) anbis(a;) | arebin(a;) aiobia(a;)  aradis(a;)
a11bo1(a;) a11boo(a;) arbos(as) | arbor (@;) arabea(@;) Grabos(a)
P G11f:?31(&¢) a11[:732(di> (1111:?33(@) a121:731(di) a12[:732(&i) a121:733(5li)
a91011(a;) a21012(a;) G21b13(a;) | Go2b11(Gs)  Go2b12(Gi)  a22b13(d;)
Go1b21(87)  Go1bao(@;)  G91bos(dy) | Goobor (@5) Gooban(dg)  doaboz(ay)
(91031(a3)  a21b3a (i) a21b33(a;) | Gabsi (@) Goobsa(a)  Goabss(as)

Visto que A e B(A) sdo como seguem, apds avaliar as funcdes em P, tem-se:

vioooy2 U3
yi 0[] bi2]  bi[3]
A=4;  B(A) ={bu@)}={b:lll} = 2| t[l] ni[2] bi[3]
ys \ bi[1] bi[2]  b;[3]

b1|1 ara s; = s b1|2 ara s; = s b1|3 ara s; =35
bll] = 1[1]  para s; =5 2] = 1[2] para s; = s ]3] = 1[3]  para s; =51
ba[1] para s; = s9 ba[2] para s; = s ba2[3] para s; = s9

a11bi[1] a1ib1[2] anbi[3] | arebi[1] a12b1[2] ai2bi[3]
a11bi[1] a11b1[2] a1ib[3] | a1201[1] a1201[2] a1201[3]
P a11bi[l] a1b1[2] anbi[3] | a1ebi[1l] a12b1[2] ai2b1[3]
az1ba[1] a21b2[2] a21b2[3] | aggba[l] a22b2[2] a22ba[3]
a1 ba[l] a21b2(2] a21b2[3] | ageba[l] ax2b2(2] a22ba[3]
azba[l] a21b2[2] a21b2[3] | ageba[l] ax2b2[2] a22ba[3]

A matriz recém obtida é idéntica aquela obtida na Secdo 5.1 (Pagina 75), representando a
matriz de probabilidade de transicdo correspondente ao modelo HMM. Para transfoma-la no gerador

infinitesimal correspondente, basta que se subtraia a identidade, como visto na Equacdo 5.2:
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apbi[l] =1 ag1b[2] a11b1(3] a12b1[1] a1201 2] a12b1[3]

aypbi[1] a11b12] =1 ay1b[3] ai201[1] a12b1 2] a1201(3]
0= aypb1[1] ai1b1(2] a11b1[3] =1 | aj2b1[1] a12b1 2] a1201(3]

as ba|[1] az1b2(2] az1b2(3] axaba(l]—1 agbs[2] a2ba(3]

as ba|[1] az1b2(2] az1b2(3] aba(1] axba(2] =1 agebs[3]

a1 bg[l] as1b9 [2] as1b9 [3] aggbg[l] a29b9y [2] a22b2[3] —1

Assim prova-se que o método aqui apresentado é equivalente aquele da Secdo 5.1 (Pégina 75).
Portanto, qualquer dos métodos pode ser usado na obtencao do gerador infinitesimal correspondente

ao modelo HMM, tendo o método desta secdo a vantagem da representacdo tensorial (Equacdo 5.2).

5.3 Meétodo de Conversao de Modelos HMM em SAN

Seja o modelo HMM descrito pelos pardmetros A = (A, B,7), onde:

A={a;} matriz de transicdo da MC oculta;
B = {b;[k]} matriz de emiss3o de sinais;
m={m} vetor de distribuicdo de probabilidade inicial da MC oculta.

Seja § = {s;} o conjunto de estados da MC oculta e seja V) = {y} o conjunto de sinais. A
matriz A é quadrada de ordem ny4 =| S | e a matriz B tem tamanho n4 X npg, onde np =| Y |.
Essas matrizes tém seus elementos definidos como:

a;j = P(s;]s4) probabilidade da transicio® do estado s; para o estado 5j;
bilk] = P(yg|si) probabilidade da emissdo do sinal y; quando a MC ocupa o estado s;.

O método de conversao de HMM em SAN aqui apresentado gera um modelo SAN composto de
dois autématos e um Unico evento que sincroniza todas as transicdes do modelo.

Definicdo 5.3.1. O conjunto de eventos é unitario € = {e}. A esse evento associa-se uma tupla

de evento, (e, ), onde:

e identificador do evento;

1 taxa de ocorréncia do evento.

OEste trabalho tem foco em cadeias de Markov homogéneas, onde vale a relacdo P(X;y1 = 5j| Xt =si) =
P(Xl = Sj|XQ = Si)ZP(SﬂSi).
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5.3.1 Método para Obtencdo do Automato Correspondente a Cadeia de Markov Oculta

O método de conversio de modelos HMM em SAN apresentado nesta dissertacdo consiste na
obtencdo de uma rede composta por dois automatos estocasticos. Esta secdo trata da obtencdo do

autémato que vai substituir a cadeia de Markov oculta que faz parte do modelo HMM original.

Sejam

S conjunto finito de estados da cadeia de Markov;

| S | cardinalidade de S.

Definicao 5.3.2. A funcdo T, definida por

T:5Sx8—10,1],

é chamada funcao de transicdo e associa uma probabilidade de ocorréncia no intervalo [0,1] a cada

transicdo entre estados do conjunto S.

Sejam
T(1,5) probabilidade de transicdo do estado s; para o estado s;, onde s;,5; € S;
A matriz de probabilidade de transicdo entre estados de uma DTMC, cuja ordem
éni=|S|;
Qi elemento da matriz A posicionado na interseccdo entre a linha que corresponde

ao estado s; e a coluna que corresponde ao estado s;.

Definicio 5.3.3. A matriz de probabilidade de transicio entre os estados de uma DTMC, A, tem

seus elementos definidos por:

ij = T(1,7), Vsi,sj € S

Como a matriz A = {aj;}, si,s; €S, do modelo HMM carrega justamente as probabilidades de

transicdo entre os estados da cadeia de Markov que estad oculta, segue que

fLij = Qj VSZ',SJ' eS
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Definicdo 5.3.4. A todo s;,5; € S associa-se uma tupla de transicao local partindo de s; para

s;, notada por (e,mc(s;,55)), onde:

e identificador do evento;

Te(Si,55) = Qij probabilidade de roteamento.

Definicao 5.3.5. O autémato A € definido pelo conjunto de estados S, matriz de transicdo entre

os estados A e correspondentes tuplas de transicdo local.

5.3.2 Método para Obtencdo do Automato Correspondente a Emissdo de Sinais

O método de conversdo de modelos HMM em SAN apresentado nesta dissertacdo consiste na
obtencdo de uma rede composta por dois automatos estocasticos. Esta secdo trata da obtencdo do

autémato que vai substituir as emissdes produzidas pelo modelo HMM original.

Sejam

y conjunto de sinais;

|V cardinalidade de .

Definicao 5.3.6. A funcdo F, definida por
E:SxY—10,1],

é chamada funcao de emissdo e associa uma probabilidade de emissdo no intervalo [0,1] a cada par
(si,yx) da HMM, onde s; € S ey, € V.

Sejam

E(i,k) probabilidade de emissdo do sinal ¥ visto que a MC oculta estd no estado s;;

é(fl) matriz de probabilidade de transicdo entre os sinais emitidos em uma HMM,

cuja ordem ¢é ng= | V|. Note a dependéncia7 explicita sobre /Al;

bri (i) elemento da matriz B(A) posicionado na interseccdo entre a linha que corres-

ponde ao sinal y; e a coluna que corresponde ao sinal ¥;, onde yr,y; € V.

"Esta notacdo é prépria da Algebra Tensorial Generalizada, introduzida em [16]. Para mais detalhes, consulte o
Apéndice A.
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Definicao 5.3.7. A matriz de probabilidade de transicdo entre os sinais emitidos em uma HMM,

B(A), tem seus elementos definidos por:

bw(ai) = E(,l), Yye,w €Y, Vs, €S

Assim, os elementos de E(/Al) sao todos funcionais, evidenciando a relacdo de dependéncia
existente no modelo HMM, onde as emissdes acontecem em funcdo dos estados da MC oculta.

Como a matriz B = {b;[k]}, s; € S e y € ), do modelo HMM carrega justamente as probabi-
lidades de emissao de sinais em funcdo do estado ocupado pela cadeia de Markov que estd oculta,

segue que

(i) = bill], Vyp,y €Y, Vs, €S

Definicao 5.3.8. A todo y;.,y; € Y associa-se uma tupla de transicao local partindo de yi. para
y;, notada por (e, me(yk,y;)), onde:
e identificador do evento;

e (Y, Y1) = Bkl(di) probabilidade de roteamento.

Definicao 5.3.9. O autémato B é definido pelo conjunto de emissées ), matriz de transicdo entre

as emissées B (fl) e correspondentes tuplas de transicao local.

Na notacio da ferramenta PEPS® [11], a dependéncia funcional do autdmato 13 sobre o autémato

A pode ser reescrita como segue:

Te (W, y1) = b (@) = bill] = (st A==s;)*xbi[l], Vyp,u €Y, Vs; €S

7

Neste captitulo, a probabilidade de roteamento em B ¢é identificada pela notac3o:

e (Y, Y1) = _y1, Vyp,yr €Y

=2 (st A==5;)*bi[l], Vyg,u€), Vs;€S

%

onde _y; é a probabilidade de roteamento para y;, ndo importando o sinal ;. de origem.

8PEPS é uma ferramenta para solucdo de modelos SAN.
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5.3.3 Representacdo Grafica do Modelo SAN Obtido a partir de um Modelo HMM

Esta secao mostra a representacdo grafica do modelo SAN formado pelos dois autdomatos criados

nas SecOes 5.3.1 e 5.3.2. Do ponto de vista formal, este passo ndo é obrigatério, mas auxilia na

compreensao.

Sejam
A= (A,B,m) modelo HMM;
A autémato que representa a MC oculta do modelo HMM,;
B autdmato que representa as emissdes do modelo HMM.

A Figura 5.1 mostra a representacdo grafica de uma SAN genérica com |S|=2¢e |V |=3:

A B

[yl e<_y1><\

(g) /)6 (—y2)
@@
) )

e(_y1) e(_y2
6(&21) 6((112)

@ e(_ys) e(_us)

Ue(agg) U(_ZJ?,)

_y1 = ((st A==s1)xbi[l] + (st A== s)xbs[1])

Evento ‘ Taxa ‘ Tipo _yo=((st A== s1)xbi[2]+ (st A== s7)xby[2))
e ‘ n ‘ sin

_ys = ((st A== s51) xb1[3] + (st A== s2) ¥ D3]

Figura 5.1 — Modelo SAN para uma HMM Genérica com |S|=2¢e| Y |=3

5.3.4 Obtencao do Descritor Markoviano

Ao autbmato A s3o associadas:

e uma matriz de transicao Qﬁr correspondendo a parte positiva do evento sincronizante nesse

autémato e suas respectivas tuplas de transicao;

e uma matriz de transicao Qf_ correspondendo a parte negativa do evento sincronizante nesse

autémato e suas respectivas tuplas de transicao.
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Seja

QA(i,j) o elemento do tensor Q2! na linha i e na coluna j, onde = € {e*,e™}.

Definicao 5.3.10. Os elementos da matriz de transicdo Qf , referente a ocorréncia do evento

sincronizante e € £ no autémato A, sdo definidos por:
o Vs;,5; €S
QA (1,5) = p(me(si,55)) = plasy),
de forma que Qé‘ﬁ = uxA.

Definicao 5.3.11. Os elementos da matriz Qf_, que representam o ajuste necessario a ocorréncia

do evento e € £ no autémato A, sdo definidos por:
® Vs;,5; €S
QA (i,i) = —p <§7Te(3iasj)> =—p (;w) ;
o Vs;, 55 €S8, tal que s; # s
QA (1,5)=0.

Visto que A é uma matriz de probabilidade de transicdo, entdo o somatdrio sobre qualquer linha da

- i 1 A _
matriz resulta em “1”, de forma que Q* = —p X an-
Ao autdomato B sio associadas:

e uma matriz de transicao Qg correspondendo a parte positiva do evento sincronizante nesse

autémato e suas respectivas tuplas de transicao;

e uma matriz de transicdo Qf, correspondendo a parte negativa do evento sincronizante nesse

autémato e suas respectivas tuplas de transicao.

Seja

QB(k,1) o elemento do tensor Q5 na linha k e na coluna [, onde z € {e*,e™}.

Definicao 5.3.12. Os elementos da matriz de transicdo Qf , referente a ocorréncia do evento

sincronizante e € £ no autémato B, sio definidos por:

® Vyp,y €Y
Q. (k1) = e (Y 1) = bra ()

de forma que Q5. = B(A).



88

Definicao 5.3.13. Os elementos da matriz Qf,, que representam o ajuste necessario a ocorréncia

do evento e € £ no autémato B, sdo definidos por:

L vyknyl € y
QB (k,k) = %ﬁﬂe(yk,yl) = Xllgkz(@i);
1
o Yyi,y €, tal que y, # vy
QY (k,1) =0.

Visto que B (fl) é uma matriz de probabilidade de transicdo, entdo o somatdrio sobre qualquer linha

da matriz resulta em “1”, de forma que Qf, =In,

Teorema 5.3.1. O descritor Markoviano do modelo SAN obtido pelo método de conversido de
modelos HMM (Secéo 5.3) € dado pela férmula tensorial:

Q = p(A9B(A)~Inm,) (53)
onde j1 é a taxa associada ao evento e.

Prova 5.3.1. O método de conversdo de HMM em SAN apresentado nesta secio gera um modelo
SAN com dois autématos, A e B, e um evento sincronizante, e. Na auséncia de eventos locais, o

descritor Markoviano desse modelo é dado pela expressao:
Q = QA®QH+QroQr. (5.4)

Pelas Definicées 5.3.10 e 5.3.11, referentes ao autémato A, e Definices 5.3.12 e 5.3.13, referentes

ao autébmato B, a Equacido 5.4 equivale a Equacdo 5.3:

Q = pA®B(A)—pl, @1, (5.5)
g g

Q = uf %B(A)—]nAnB) (5.6)

O

As Equacdes 5.3 e 5.2 (Pagina 80) s3o proporcionais, sendo a taxa do evento, p, a prépria cons-
tante de proporcionalidade. Se p =1, entdo essas equacles sdo idénticas. Geradores infinitesimais
proporcionais possuem a mesma solucdo estacionéria, ficando assim provada a equivaléncia entre o

modelo HMM original e o0 modelo SAN criado segundo o método aqui apresentado.
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6. EXEMPLOS DE CONVERSAO DE HMM EM SAN

Neste capitulo sdo aplicados os conceitos desenvolvidos no Capitulo 5, onde dois métodos para
obtencdo do gerador infinitesimal de um modelo HMM (Hidden Markov Models) foram apresenta-
dos, além de um método de conversio de modelos HMM em modelos SAN (Stochastic Automata
Networks). O capitulo é dividido em duas secdes, cada uma dedicada a um exemplo: a Secdo 6.1
mostra um modelo de maquina de refrigerante proposto por Manning e Schiitze [24]; a Sec3o 6.2 é
dedicada ao estudo de um exemplo adaptado da Wikipedia [19,32], onde existem pares de estados

sem transicao prevista e onde os estados ndo emitem o mesmo conjunto de sinais.

6.1 Exemplo: Crazy Soda Machine

Seja uma maquina de refrigerantes abastecida com Coca-Cola e Ice-Tea. Toda vez que um
cliente insere uma moeda, a maquina entrega um refrigerante e escolhe qual serd o préximo a ser
entregue quando uma nova moeda for inserida. A escolha é estocastica, dada pelo processo ilustrado
na Figura 6.1, onde “CC" e “IT" representam Coca-Cola e Ice-Tea. Para exemplificar, suponha que
o estado atual da maquina é “CC", significando que o préximo refrigerante a ser entregue é uma
Coca-Cola. Assim que o cliente inserir a moeda, a Coca-Cola serd entregue e a maquina escolhera
seu novo estado, que pode ser “CC" ou “IT", com 70% e 30% de chance, respectivamente. Se o

sorteio do novo estado resultar em “IT", o préximo cliente receberd uma lata de Ice-Tea.
0.5 0.5 0.7
C/\
0.3
Figura 6.1 — Maquina de Refrigerantes — Modelagem em MC

O problema descreve uma cadeia de Markov pois, além de satisfazer a propriedade Markoviana
e possuir espaco de estados discreto, o estado atual do sistema pode ser diretamente observado, ou
seja, € possivel verificar a sequéncia exata de estados ocupados durante o processo. Essa verificacao
se da pela insercao de moedas, visto que a maquina sempre entrega o refrigerante que corresponde
ao seu estado atual.

Considere agora uma maquina de refrigerantes diferente. Essa maquina, além de Coca-Cola e
Ice-Tea, também entrega Fanta, e seus estados indicam apenas uma tendéncia na entrega ou emissdo
de refrigerantes. Essa tendéncia estabelece os novos estados dessa maquina: “PCC"” e "PIT", signi-
ficando " Preferéncia: Coca-Cola” e “Preferéncia: Ice-Tea". Note que ndo ha um estado preferencial
para a entrega de Fanta. A Figura 6.2 apresenta essa nova maquina, incluindo as probabilidades
de emissdo de refrigerante em funcdo do estado preferencial em que ela se encontra. Assim, se a

maquina esta no estado “PIT"” no momento em que o cliente insere a moeda, as probabilidades sdo
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Cadeia de Markov Oculta Emissoes
bi1] |
a1 J CcC
m 7= {PCC=1,PIT =0}
bo[1]
e | PCC PIT
b2 A= "PCC| 07 03
s ] PIT | 05 05
a2 az e O IT
ST bl CC IT FA
B= PCC|06 01 03
PIT | 0.1 0.7 02
> 8
a2 N
-l FA
ba[3]

Figura 6.2 — Crazy Soda Machine — Modelagem em HMM

de 10%, 70% ou 20% de que seja entregue Coca-Cola, Ice-Tea ou Fanta, respectivamente.

Tao logo seja emitido um refrigerante, a maquina sorteia seu novo estado preferencial, “PCC"
ou “PIT"”, de acordo com as probabilidades de transicao a partir do estado atual. Logo, estando a
maquina no estado “PIT"” no momento da emissdo, seu préximo estado preferencial sera “PCC" ou
novamente “PIT" com iguais chances de escolha, indicadas por as; e a2o.

Note que, diferentemente do exemplo anterior, referente a Figura 6.1, ndo é possivel aqui ter
certeza sobre a sequéncia de escolhas de estado preferencial nessa maquina a partir da sequéncia
observada de emissdes de refrigerantes, visto que aqui ndo ha uma correspondéncia tnica entre o
refrigerante entregue ao cliente e o estado preferencial em que a maquina se encontra.

Essa nova maquina, cujo modelo HMM ¢é apresentado na Figura 6.2, foi introduzida por Manning
e Schitze [24] em seu livro sobre linguagem natural. Para referéncias futuras, essa maquina recebe

o nome de Crazy Soda Machine.

6.1.1 Obtencao do Gerador Infinitesimal do Modelo HMM da Figura 6.2

Um modelo HMM ¢é definido pelos seus pardmetros, A = (A, B,mw). A Figura 6.2 mostra a
representacdo grafica e os pardmetros de um modelo HMM para o exemplo Crazy Soda Machine,
tal que:

PCC PIT CC IT FA

A_PCC 0.7 03) B_PCC 06 0.1 0.3
Pt Vo5 05) ~PIT \o1 07 02

Conhecendo o modelo HMM, pode-se obter o gerador infinitesimal correspondente usando qual-

quer dos dois métodos apresentados nas Secdes 5.1 e 5.2.
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Primeiro Método (Secdo 5.1, p.75)

A partir das matrizes A e B obtém-se a matriz P’, a seguir, que indica a probabilidade conjunta

da transicdo de um estado a outro acompanhada de uma emissdao em funcdo do estado de partida.

‘PCC,CC PCCIT PCCFA PIT,CC PIT,IT PIT,FA

P = PCC| 0.7%0.6 0.7%x0.1 0.7%0.3 0.3%0.6 0.3%x0.1 0.3%0.3
PIT | 0.5%0.1 0.5%0.7 0.5%0.2 0.5%0.1 0.5%0.7 0.5%0.2
‘ PCC,CC PCCIT PCCFA PIT,CC PITIT PIT,FA
P = PCC| 0.42 0.07 0.21 0.18 0.03 0.09
PIT 0.05 0.35 0.10 0.05 0.35 0.10

Dada a independéncia entre emissdes consecutivas, a matriz P’ é estendida, gerando a matriz
P, onde os valores repetidos em uma mesma coluna explicitam essa independéncia, garantindo que

as emissoes sé dependam do estado de partida.

PCC,CC PCCIT PCCFA PIT,CC PITIT PIT,FA
PCC,CC| 0.42 0.07 0.21 0.18 0.03 0.09
PCCIT 0.42 0.07 0.21 0.18 0.03 0.09

P = PCC,FA 0.42 0.07 0.21 0.18 0.03 0.09
PIT,CC 0.05 0.35 0.10 0.05 0.35 0.10
PIT,IT 0.05 0.35 0.10 0.05 0.35 0.10
PIT,FA 0.05 0.35 0.10 0.05 0.35 0.10

A matriz P é a matriz de probabilidade de transicdo correspondente ao modelo HMM. Para

transforma-la no gerador infinitesimal (), basta que dela se subtraia a identidade:

Q=P—1

—-0.58 0.07 021 0.18 0.03 0.09
042 -093 021 018 0.03 0.09
042 0.07 =079 0.18 0.03 0.09
0.05 035 010 —-0.95 035 0.10
0.06 035 010 0.05 -0.65 0.10
0.0 035 010 0.05 035 —-0.90
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Segundo Método (Secdo 5.2, p.77)

A aplicacdo deste método requer a transformacdo dos parametros iniciais A e B do modelo
HMM, como segue:

PCC PIT
P . . .
_PCC{ 07 03 . d_a
PIT \ 05 05
CC IT FA
CC IT FA
PCC{06 01 03 (oo AT _Fa
B= ( ‘ ) —  BA)=IT |_cc _IT _FA
PIT \0.1 0.7 02
FA\_cc _IT _FA

0.6 para s; = PCC
0.1 paras;=PIT

0.1 para s; = PCC

0.7 para s;=PIT

0.3 para s;= PCC
0.2 paras;=PIT

_CC=

Apbs obtidos A e B(A), o gerador infinitesimal @ é calculado pela Equacio 5.2 (Pagina 80):

Q=A®B(A) -1
g

ninp

0.7«_CC—1 0.7*_IT 0.7«_FA 0.3x_CC 0.3 _IT 03%x_FA

0.7«_CC 0.7«_IT—1 0.7«_FA 0.3x_CC 0.3%_IT 0.3%x_FA

B 0.7«_CC 0.7« _IT 0.7« _FA—-1|03%x_CC 0.3« _IT 03« _I'A

©= 0.5%_CC 0.5% _IT 0.5% FA 0.5« _CC—1 05%_IT 0.5%_FA

0.5%_CC 0.5%_IT 0.5%_FA 0.5%_CC 0.5«_IT—1 05*_FA
0.5x_CC 0.5%_IT 0.5%_FA 0.5%x_CC 0.5%_IT 0.5%x_FA—-1

Apbs avaliar as funcdes _C'C, _IT e _FA em respeito ao estado ocupado pela cadeia de

Markov oculta, PCC ou PIT, tem-se o gerador infinitesimal:

—0.58
0.42
0.42
0.05
0.05
0.05

0.07  0.21
—-0.93 0.21
0.07 —=0.79
0.35  0.10
0.35 0.10
0.35  0.10

0.18  0.03
0.18  0.03
0.18  0.03
—-0.95 0.35
0.05 —0.65
0.05 0.35

0.09
0.09
0.09
0.10
0.10

—0.90
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6.1.2 Obtencao do Gerador Infinitesimal do Modelo SAN da Figura 6.3

Seja a modelagem HMM da Figura 6.2 para o problema Crazy Soda Machine. Pela aplicacdo do
método apresentado na Secdo 5.3 é possivel converter esse modelo em um modelo SAN equivalente,

cuja representacao grafica é vista na Figura 6.3.

_CC =((st A== PCC) 0.6+ (st A== PIT)«0.1)

Evento | Taxa | Tipo _IT =((st A== PCC)*0.1+ (st A== PIT)*0.7)

e ‘ I ‘ sin
_FA=((st A==PCC)*0.3+ (st A== PIT)*0.2)

Figura 6.3 — Crazy Soda Machine — Modelagem em SAN

Esse método de conversio gera uma SAN de dois autématos cuja dindmica é regulada por
um UGnico evento sincronizante, e. O descritor Markoviano desse modelo é dado pela Equacdo 5.4
(Pagina 88):

Q=4 o0l +Qt 0@l (6.1)

Os primeiros dois fatores a seguir compdem o termo tensorial concernente a parte positiva do
evento e. Os outros dois fatores dizem respeito ao termo tensorial da parte negativa desse evento,
onde FF=_CC+_IT+_FA.

07 0.3 _CC _IT _FA 10 F 0 0
Qf+=u<0'5 0'5>, Q5. =| _cCc _IT _FA |; Q;“=—u(o 1>; QS =0 F 0
o _CC _IT _FA 0 0 F
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A funcdo F' sempre retorna “1" quando avaliada, pois:

F = _CC+_IT+_FA

= (st A== PCOC)*(0.6+0.1+0.3)+ (st A== PIT)*(0.1+0.7+0.2)
— (st A== PCC)%1.0+ (st A== PIT) 1.0
F =1
Entdo:
F 0 0 100
Q=0 F ol|l=010
0 0 F 00 1

Ao resolver a Equacdo 6.1, obtém-se o gerador infinitesinal do modelo SAN para Crazy Soda

Machine, como segue:

0.7«_CC—-1 0.7«_IT 0.7« _FA 0.3x_CC 0.3%_IT 0.3x_FA
0.7%_CC 07+ _IT—1 0.7+«_FA |03%_CC  03%_IT  03%_FA
0.7+x_CC 0.7« _IT 0.7« _FA—-1|03x_CC 0.3x_IT 0.3x_FA
0.5%x_CC 0.5%_IT 0.5%x_FA 0.5%x_CC—-1 05%_IT 0.5%x_FA
05%_CC 05+ _IT  05%_FA |05%_CC  05%_IT—1 05%_FA
0.5%x_CC 0.5 _IT 0.5%x_FA 0.5%_CC 0.5 _IT 0.5x_FA—1

Note que i € um fator multiplicativo do gerador infinitesimal, ndo importando o seu valor, pois
geradores infinitesimais proporcionais possuem a mesma solucdo estacionaria. Entdo, apds avaliar

as probabilidades funcionais e fazer ;1 =1, obtém-se:

—-0.58 0.07 021 0.18 0.03 0.09
042 -093 021 0.18 0.03 0.09
042 0.07 -0.79 0.18 0.03 0.09
0.05 035 010 —-095 035 0.10
0.05 035 010 0.05 —-0.65 0.10
0.05 035 010 0.05 035 —-0.90

que confere com os resultados obtidos na Secdo 6.1.1. Note que esse resultado poderia ter sido

obtido diretamente pela Equacdo 5.3 (Teorema 5.3.1):

Q = u(fl%ﬁ’(fl)—]nmﬁ)

A

Entretanto, optou-se por mostrar o processo completo de resolucdo de um modelo SAN.
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6.1.3 Crazy Soda Machine — Representacdo Grafica da CTMC Correspondente

As secOes precedentes mostram como obter o gerador infinitesimal para o modelo Crazy Soda
Machine, independente do método escolhido. A partir do gerador infinitesimal, pode-se obter a

representacdo grafica da CTMC! correspondente ao modelo Crazy Soda Machine, como segue:

Figura 6.4 — Crazy Soda Machine — Cadeia de Markov Equivalente

6.2 Exemplo: Greek Speller

Considere o modelo apresentado na Figura 6.5, adaptado de um exemplo da Wikipedia [19,32].
Esta adaptacdo ndo tem um significado ou funcdo especial além de servir para explicar como um

problema originalmente modelado em HMM pode ser modelado em SAN.

Entretanto, o modelo apresenta particularidades interessantes: algumas transicGes e emissoes
ndo estdo previstas. S3o exemplos a transicdo do estado “1" para o estado “3" e a emissdo do sinal
“I'" a partir do estado “4". Dessa forma, mesmo que n3o corresponda a um sistema fisico especifico,
esse exemplo é interessante para mostrar que os métodos apresentados neste capitulo sao validos

para casos semelhantes. De agora em diante, este exemplo serd referenciado como Greek Speller.

1Cadeia de Markov em Tempo Continuo (Continuous-Time Markov Chain — CTMC)
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Cadeia de Markov Oculta Emissoes

Figura 6.5 — Greek Speller — Modelagem em HMM

6.2.1 Obtencao do Gerador Infinitesimal do Modelo HMM da Figura 6.5

Um modelo HMM é definido pelos seus parametros, A = (A, B,m). A Figura 6.5 mostra a

representacdo grafica e os parametros do modelo HMM para o exemplo Greek Speller, tal que:

1 2 3 4 5 r A Q 0

10 03 0 07 O 107 03 0 0
202 0 O 0.8 2105 0 05 0
A=3107 03 0 ; B=3| 0 03 0.1 0.6
4 0 1 4 0 0 1
5,0 02 04 04 O 5 0.7 0 03

Conhecendo o modelo HMM, pode-se obter o gerador infinitesimal correspondente usando qual-

quer dos dois métodos apresentados nas Secdes 5.1 e 5.2.
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Primeiro Método (Secdo 5.1, p.75)

A partir das matrizes A e B obtém-se a matriz P/, a seguir, que indica a probabilidade conjunta

da transicdo de um estado a outro acompanhada de uma emissdo em funcdo do estado de partida.

T LA 1,9 1,0 2.7 20 2.0 2.0 3T [3,A  [30Q306 4T 4A 4,040 5T 50050 5.0

1
110 0 0 0 0.3%0.7 0.3%0.3 0 0 0 0 0 0 0.7%0.7 0.7%0.3|0 0 0 0 0 0
P'= 210205 0 0.2%0.5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0.8%0.5|0 0.8%0.5|0
310 0.7%0.3 0.7%0.1 0.7%0.6 0 0.3%0.3 0.3%0.1 0.3%0.6|0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
410 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1.0x1.0 0 0 0 0 0 0 0 0
510 0 0 0 0 0.2+0.7 0 0.2%0.3|0 0.4%0.7|0 0.4%0.3 0 0.4%0.7 |0 0.4%0.3 0 0 0 0

Note que algumas colunas estdo completamente zeradas, significando que aquele estado global
especifico n3o é atingivel. Esse é o caso das colunas “3,I'", “3,Q", " 4,Q", "5,A" e "5,0", que

podem ser eliminadas, obtendo a seguinte matriz:

L 1,A 1,0 1,6 2 2,A 2,Q 20 3,A 30 4T 4A 46 5 50

1] 0 0 0 0 021 009 O 0 0 0 049 021 O 0 0
P 21010 0 010 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 040 040
31 0 021 0.07 042 0 0.09 0.03 0.18 O 0 0 0 0 0 0
41 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
51 0 0 0 0 0 014 0 006 028 012 0 028 012 O 0

Dada a independéncia entre emissdes consecutivas, a matriz P’ é estendida, gerando a matriz
P, onde os valores repetidos em uma mesma coluna explicitam essa independéncia, garantindo que

as emissbes s6 dependam do estado de partida.

LT LA 1,Q 1,6 2T 2,A 20 20 3A 30 4T 4A 46 5T 50
L;r,0o 0 O 0 02000 0 0 0 0 049 021 0 0 0
LAl O 0 0 0 020009 0 0 0 0 049 021 0 0 0
Ll 0 0 0 0 020009 0 0O 0 0 049 021 0O 0 0
L6l 0 0 0 0 020009 0 0O 0 0 049 021 0O 0 0
20010 0o 010 0 O O O O O O 0 0 0 040 040
2,A1010 0 010 0 O O O O O O 0 0O 0 040 040

p_ 290010 0 010 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 040 040
20/010 0 010 0 0O O O O 0O O 0 0 0 040 040
3,A1 0 021 007 042 0 009 003 018 0 0 0O 0O 0 0 0
30/ 0 021 007 042 0 009 003 018 0 0O 0O O O 0 0
4T 0 0O O O O O O O O 1 0 0 0 0 0
4Nl0O0 0O O O O O O O O 1 0 O 0 0 0
40 0o O O O O O O O 1 0 O 0 0 0
50 0o 0 0O 0 014 0 006 028 012 0 028 012 0 0
5,0 0 0 0 0 014 0 006 028 012 0 028 012 0 0
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A matriz P é a matriz de probabilidade de transicio correspondente ao modelo HMM. Para

transforméa-la no gerador infinitesimal (), basta que dela se subtraia a identidade:

Q=P—1

LT LA 1.0 1,6 2T 2A 2Q 260 3,A 30 4T 4A 40 5T 5.0
LT -1 0 0 0020009 0 0 0 0049 021 0 0 0
LAl 0 -1 0 0020009 0 0 0 0049 021 0 0 0
L] 0 0 -1 0020009 0 0O 0 0049 021 0 0 0
L6/ o 0 0 —-1020009 0 0 0O 0049 021 0 0 0
2r|010 0010 0 -1 0 O 0 0O 0 0 0 0 040 040
2A1010 0010 0O O -1 0 0O 0O 0O 0 0 0 040 040
20/010 0010 0O O 0 -1 0 0O 0 0 0 0 040 040
20010 00100 0O O O 0O -1 0 0O 0O 0 0 040 040
3A 0 021 007 042 0 0.09 003 018 -1 0 0 0O 0 0 0
30| 0 021 007 042 0 0.09 003 018 0 -1 0 0 0 0 0
4T 0 0O O 0O O O O 0O 0 1 -1 0 0 0 0
4Nl 0 0O O O O O O 0O 0 1 0 -1 0 0 0
4/ 0 0 0O 0O O O O O 0O 1 0 0 -1 0 0
5'/ 0 0 0 0 0014 0 006 028 012 0 028 012 -1 0
5/ 0 0 0 0 0014 0 006 028 012 0 028 012 0 -1

Segundo Método (Secdo 5.2, p.77)

A aplicacdo deste método requer a transformacdo dos parametros iniciais A e B do modelo

HMM, como segue:

0.2
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[ B U N N
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_I'=

Q=

0.7 paras; =1
0.5 paras; =2

A

=

0.5 paras;=2

0.1 paras;=3

A:

0.3 paras;=1

0.3 paras; =3

0.7 paras;=5

@:

Apos obtidos Ae B(fl) o gerador infinitesimal () é calculado pela Equacao

Q: %B(A>_In

A
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0.6 paras; =3

1.0 paras; =4

0.3 paras; =5

5.2 (Pagina 80):

1T 1,A 1,Q 1,0 2, 2,A 2,Q 2,0 3, 3,A 3,0 3,0 4. 4,A 4,Q 4,0 5T 5,A 5,Q 5,0
1,I' —1 0 0 0]03_I 03_A 03_Q 03_6 0 0 0 007 0.7_A 0.7_Q 0.7_©6 0 0 0 0
1,A 0 -1 0 0]03_I 03_A 03_9Q 03_6 0 0 0 007_I' 0.7_A 0.7_Q 0.7_© 0 0 0 0
1,0 0 0 —1 0(03_I 03_A 03_Q 03_6 0 0 0 0[0.7_I' 0.7_A 0.7_Q 0.7_© 0 0 0 0
1,0 0 0 0 —1103_I 03_A 03_92 03_6 0 0 0 0(0.7_I' 0.7_A 0.7_Q 0.7_© 0 0 0 0
2,1 102_I' 02_A 02_Q 02_6 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]08.I" 0.8_A 08_9Q 0.8_6
2,A0102_I' 02_A 02_Q 02_6 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0[08_I' 0.8_A 0.8_0 08 60
2,Q0102_I' 02_.A 0292 02_06 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0[08_I" 0.8_A 08_ 08 0
2,0102_I' 02_A 02_Q 02_06 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0[08_I" 0.8_A 0.8_ 08_6©
3,0 [0.7_I 0.7_A 0.7_Q 0.7_©[03_I 03_A 03_Q 03_© —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3,A 107 0.7_A 07_Q 07_0]03_TI 03_A 03_9Q 03_6 0 —1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3,Q10.7_I' 0.7_A 0.7_Q 0.7_©]03_I 03_A 03_9Q 03_6 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3,0 10.7_' 0.7_A 0.7_Q 07_6]0.3_I 03_A 03_Q 03_0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0
4,17 0 0 0 0 0 0 0 0 _r _A _Q _0 —1 0 0 0 0 0 0 0
4,A 0 0 0 0 0 0 0 0 _r _A _Q _0 0 -1 0 0 0 0 0 0
4,Q 0 0 0 0 0 0 0 0 _r _A _Q _0 0 0 —1 0 0 0 0 0
4,0 0 0 0 0 0 0 0 0 _r _A _Q _0 0 0 0 -1 0 0 0 0
5T 0 0 0 0(02_T" 02_A 02_2 02_60[04_T 04_A 04_.Q 04.0/04_T 04_A 04_Q 04_06 -1 0 0 0
5A 0 0 0 0(02_I' 0.2_A 02_92 02_60[04_T 04_A 04_Q 04_0|04_I 04_A 04_Q 04_06 0 -1 0 0
5,Q 0 0 0 0(02_I' 0.2_A 02_2 02_60[04_I' 04_A 04_9Q 04_0|04_I 04_A 04_Q 04_06 0 0 -1 0
5,0 0 0 0 0102 02_A 02_Q 02_0[04_I 04_A 04_.9Q 04_.0/04_I 04_A 04_Q 04_06 0 0 0 -1

LT 1,A 1,0 1,0 2T 2A 2,Q 2037 3,A[30/30 4T 4A[40|40 5T |5A]5Q]56
IT|-1 0 0 0 02000 0 00/ 0/]0]o0 049020/ 00 0107/ 07]o0
LAl 0 -1 0 0 02000 0 0/]l0/]0]|0]o0 049020/ 00 0101/ 01]o0
LR 0 0 -1 0 02000 0 00/ o0/|0|o0 049020/ 0/ 0 010/ 07]o0
L6/ 0 0 0 -1 02000 0 0|0/ O0/| 0|0 049020/ 00 0] 01/ 01]o0
2o o 010 0 -1 o o0 o|lO0|O0O]O|0O 0 O0/]O0]| 0 040/ 0 [040| O
2,Al010 0 010 0 0 -1 0 o0|lO0|O0O]O0O]|0O 0O O0/]O0]| 0 040/ 0 [040| O
20010 0 010 0 0O O -1 0] 0| 0|00 O 0] 0] 0 040 0 [040] 0
20/010 0 010 0 0O O O —1|0| 0| 0|0 O 0] 0] 0 040 0 |040] 0
3 0 021 007 042 0 009 003 018 —1 0 0| 0O 0O O [O0O| 0 0] 0| 01]o0
3,A1 0 021 007 042 0 009 003 018 0 | -1 0| 0 0 0|00 00| O0/|oO
3, 0 021 007 042 0 009 003 018 0 O -1/ 0 0 O [0| 0 0] 0/ 01]oO0
3,0 0 021 007 042 0 009 003 018 0 | 0 | 0O | -1 0 OO0 0 0| 0/|O0/|oO
4Tr{0o0 o o o o o o0 o|lo|O0O]O0O|1 -1 o]o0o|]O0 o|O0|oO0/|oO
4Al0 o o o o o o oflo|o]o|1 0o =1/0]0 o/|0/|O0]|oO
49 0 0O 0O O O O O O 0 O O|1 0 O0|-1/0 0|00 0
4/ 0 0 0 O 0O O o0 oO|lO|O]O|1 0 O0]O0O|-1 0|0/ O0]|oO
5'/' 0 0 0O O 0 014 0 006| 0 [028 0 |012 0 028 0 [012 —1| 0 | 0 | 0
5.0 0 0 0 0 014 0 006 0 028 0 |012 0 028 0 [012 0 |—-1| 0  ©
50,0 0 0 0 0 014 0 006 0 [028 0 |012 0 028 0 [012 0 | 0 | =1 0
56 0 0 0 0 0 014 0 006 0 028 0 |012 0 028] 0 |0.12 00 -1
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Ao avaliar as funcdes, percebe-se que algumas colunas estdo zeradas, indicando que o estado
global n3o é atingivel. Esse é o caso das colunas “3,I'", “3,Q", “ 4,Q", “5,A" e “5,0". Ao excluir

essas colunas e correspondentes linhas, obtém-se a seguinte matriz:

LT LA 1,0 1,6 2T 2A 20 20 3,A 3,06 4T 4A 46 5T 50

I’ -1 0 0 002009 0 0 0 0049 021 0 0 0
LAl 0 -1 0 002 009 0 0 0O 0049 021 0 0 0
L9 0 0 -1 002 009 0 0O O 0049 021 0 0 O
1.6 0 0 0 —-102L 009 0 0 0O 0049 021 0 0 O
2l {010 00100 O -1 0 0 O 0 0 0 0 0 040 0.40
2,A1010 00100 O O -1 0 O 0 0 0 0 0 040 0.40
200010 001 0O 0 0O -1 0 0 0 0 0 0 040 040
Q= 20010 00100 O O 0O 0 -1 0 0 0 0 0 040 0.40
3,A| 0 021 007 042 0 009 003 018 -1 0 0 0 0 0 0
3,06 0 021 007 042 0 009 003 018 0 -1 0 0 0 0 0
4,T o 0o o o0 O 0 0 O 0 1 -1 0 0 0 0
4Nl 0 0o 0O O O O O O 0O 1 0 -1 0 0 0
4/ 0 0 0O O O O O O 0O 1 0 0 -1 0 0
5.1 0O 0 0 0 0014 0 006 028 012 0 028 012 —1 0
50/ 0 0 0 0 0014 0 006 028 012 0 028 012 0 -1

6.2.2 Obtencdo do Gerador Infinitesimal do Modelo SAN da Figura 6.5

Seja a modelagem HMM da Figura 6.5 para o problema Greek Speller. Pela aplicacdo do método
apresentado na Secdo 5.3 é possivel converter esse modelo em um modelo SAN equivalente, cuja

representacdo grafica é vista na Figura 6.6.

Neste modelo, o autémato A representa a cadeia de Markov oculta, enquanto que o autémato
B representa as emissoes. Existe apenas um evento sincronizante, forcando transicées simultaneas
em ambos os autématos. No automato B, as transices com destino a y; € ) possuem a mesma
probabilidade de roteamento funcional, identificada por _y;. Isso significa que as transicdes entre
sinais independem do sinal y; de partida. Entetando, as probabilidades funcionais _; determinam

que as transicoes entre sinais dependam do estado em que se encontra o autémato A.

Dessa forma, no modelo SAN da Figura 6.6 cada transicdo entre estados da cadeia de Markov
oculta forca a emissdo de um sinal, sendo esta emissdo dependente do estado de onde parte a
transicdo na MC oculta. A forma como as probabilidades funcionais _1; sdo distribuidas no modelo
garante a independéncia entre emissGes. Assim, pode-se dizer que hd semelhanca semantica entre
o modelo SAN proposto e o modelo HMM original. Por exemplo, quando o autémato A esta no
estado “1", as Gnicas emissdes possiveis sdo “I'" e “A", visto que as tnicas probabilidades funcionais

ndo-nulas sdo “_I'" e “_A". Este resultado é compativel com o modelo HMM da Figura 6.5.
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Evento ‘ Taxa ‘ Tipo

e ‘,u‘sin

Figura 6.6 — Greek Speller — Modelagem em SAN

Como estabelece o Teorema 5.3.1 (Péagina 88), esse método de conversdo gera uma SAN cujo

descritor Markoviano pode ser obtido diretamente pela férmula tensorial
Q= u(fu?E(A) ~Tnng); (6.2)

cujos termos tensoriais e respectivas funcdes sao dados por:

1 2 3 4 )
r A Q ©
10 03 0 07 O
r{_r _A _Q _©
2102 0 0 0.8 A r A 0 o
A=3107 03 0 BA="|— —" — -
Q|_I _A _Q _©6
41 0 0 1 0
e\_I' _A _Q _0©
50 02 04 04 O
0.3 paras; =1 0.6 paras; =3
0.7 paras;=1 0.5 paras;=2
_F:{ _Q:{ _A=1¢03 paras;=3 _O=410 paras;=4
0.5 paras; =2 0.1 paras;=3

0.7 paras;=5H 0.3 paras; =5
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Note que p é um fator multiplicativo do gerador infinitesimal, ndo importando o seu valor,
pois, como dito anteriormente, geradores infinitesimais proporcionais possuem a mesma solucdo

estacionaria. Entdo, ao resolver a Equacdo 6.2 atribuindo =1, obtém-se:

LI LA 1.0 16| 2r 2A 20 26| 3¢ 3A 39 30| 4T 4A 40 40| 5T 5A 5Q 560

Lr| -rF 0 0 0]03_I 03_A 03_Q 03_0 0 0 0 007 07_A 07_Q 0.7_0 0 0 0 0
LA 0 -F 0 0/03_I 03_A 03_Q 0.3_0 0 0 0 007 0.7_A 07_Q 0.7_0 0 0 0 0
1,Q 0 0 -F 0/03_ 03_A 03_Q 03_0 0 0 0 0/0.7_ 0.7_A 0.7_Q 0.7_6 0 0 0 0
1,0 0 0 0 —F|03_I 03_A 03_Q 03_0 0 0 0 007 0.7_A 07_Q 0.7_0© 0 0 0 0
2.0 [02.T 02_A 02.Q 02.0| -F 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]08_T 08_A 08_Q 08_0
2,A102.T 02_A 02_Q 02_6 0 -F 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]08_I' 0.8_A 08_Q 0.8_0
2,002 02_A 02_Q 02_6 0 0 -F 0 0 0 0 0 0 0 0 008_I' 0.8_A 08_Q 08_0
2,002 02_A 02_Q 02_6 0 0 0 -F 0 0 0 0 0 0 0 008_I' 0.8_A 0.8_Q 08_0
3.0 [07_T 07_A 07_Q 07_0[03_T 03_A 03_Q 03_0| —F 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
Q= 3,A|07_I 0.7_A 0.7_Q 0.7_0|03_I 03_A 03_Q 03_0 0 -F 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3,0 0.7_I' 0.7_A 0.7_Q 07_6]03_I 03_A 03_Q 0.3_0 0 0 -F 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3,0 0.7_I' 0.7_A 0.7_Q 07_0|03_I 03_A 03_Q 0.3_0 0 0 0 -F 0 0 0 0 0 0 0 0
4T 0 0 0 0 0 0 0 ol r _A _o _e| -r 0 0 0 0 0 0 0
4,A 0 0 0 0 0 0 0 ol r _A _Q _e 0 -F 0 0 0 0 0 0
4,Q 0 0 0 0 0 0 0 ol _r A _o _e 0 0 -F 0 0 0 0 0
4,0 0 0 0 0 0 0 0 ol _r A _ao _e 0 0 0 -F 0 0 0 0
5. 0 0 0 0/02.I' 02_A 02.Q 02_0[04_I 04_A 04_Q 04_0[04_I 04_A 04_Q 04_0| —-F 0 0 0
5,A 0 0 0 002.I 02_A 02.Q 02_0[04_I 04_A 04_Q 04_0|04_I 04_A 04_Q 04_0 0 -F 0 0
5.0 0 0 0 0[02_I 02_A 02_Q 02_0[04_T 04_A 04_Q 04_0|04_T 04_A 04_Q 04_0 0 0 -F 0
5.0 0 0 0 002 02_A 02_Q 02_0[04_T 04_A 04.Q 04_0|04_T 04_A 04_Q 040 0 0 0 -F

LT 1,A 1,0 1,0 2T 2A 2,Q 2037 3,A[30/30 4T 4A[40/40 5T |5A]5Q56
ILT{-1 0 0 0 02000 0 0|00/ 0/[0 04902000 0101/ 07]0
LAl 0O -1 0 0 02000 0 00/ 0/|0/|o0 049021/ 00 0101|010
1L/ 0 0 -1 0 02000 0 00/ 0/|0/|o0 049020/ 0,0 0101/ 01]o0
1/ 0 0 0 —1 020009 0 0|00 0/| 0 04902100 0] 0] 07]0
200w o 010 0 -1 0 O O0lO0O|O0O]O]|0O 0O O01]O0]| 0 040 0 [040| O
2A(010 0 0100 0 0 -1 0 o0 |lO0O|O0O]O| 0O 0O O0/]O0]| 0 040 0 [040| O
200010 0 010 0 0 O -1 o|lO0|O0O]O0O]|0O 0 O0/]O0]| 0 040 0 [040| O
20010 0 010 0 0 O O —-1l0| 00|00 0 O0/]O0]| 0 040 0 [040| O

3 0 021 007 042 0 009 003 018 =1 0 | 0| 0O O O |00 O] 0|0/ 0
0= 3,A\ 0 021 007 042 0 0.09 003 018 0 [-1| 0|0 0 0|00 00| O01]0
30 0 021 007 042 0 009 003 018 0 O —-1| 0 0 O [O0| 0 0] 0| 01]oO0
3,0 0 021 007 042 0 009 003 018 0 | 0 | O | -1 0 O |00 0,0/ O0/|oO
4T/ 0 0 o0 O 0 O o0 oO0OflO0O|O]O|1 =1 0/]0]0 o0o|l0/|oO0/|oO
4Al0 O 0 O 0O ©0o o0 oflO0O|O]O|1 0 —=1/0]0 o0o|lO0/|O0]|oO
49 0 0O 0O O O O O O0 0 O O|1 0 O0|-1/0 0|0/ O0 0
460 0 0o O 0 O0 0 oOoO|lO0O|O]O|1 0 O0]O0|-1 0o|lO0/|O0]|oO
5'/ 0 0 0 0O 0 014 0 006 0 [028 0 |012 0 028 0 [012 —1| 0 | 0 | 0
5A0 0 O O O 014 0 006 0 028 0 |012 0 028 0 [012 0 | —-1| 0 O
500 0 0 0 0 014 0 006| 0 [028] 0 [012 0 028 0 |012 0 | O [—1| 0
560 0 0 0O 0 014 0 006 0 028 0 |012 0 028] 0 |0.12 0|0 -1

Ao avaliar as probabilidades funcionais percebe-se que algumas colunas s3o zeradas. Eliminando
essas colunas e correspondentes linhas, obtém-se a matriz que segue, a qual confere com os resultados
obtidos na Secdo 6.2.1:



LT LA 1,0 1,6 2T 2,A 20 2,0 3,A 30 4T 4A 40 5T 50

L.,T'| -1 0 0O 002000 0 0 0 0049 021 0 0 0
LAl 0 -1 0 0020009 0 0 0 0049 021 0 0 0
L9 0 0 -1 0020009 0 0 0 0049 021 0 0 0
L6l 0 0 0 —-1020009 0 0 0 0049 021 0 0 0
20010 0010 O -1 0O O O 0O 0 0 0 0 040 040
2A1010 0010 O O -1 0 0O 0O 0O 0 0 0 040 040
2010010 0010 0O 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 040 040
©= 201010 0010 O O O O -1 0 0 0 0 0 040 040
3A] 0 021 007 042 0 009 003 018 -1 0O 0O 0O 0 0 0
30| 0 021 007 042 0 009 003 018 0O -1 0 0O O 0 O
4T o o o OoO O o0 o0 O 0 1 -1 0 0 0 0
4Nl 0 0 O O O 0O O O 0O 1 0 -1 0 0 0
4/ 0 0o o O O 0O O O O 1 0 0 -1 0 0
5, 0O 0 0O 0 0014 0 006 028 012 0 028 012 —1 0
50/ 0 0 0 0 0014 0 006 028 012 0 028 012 0 -1

6.2.3 Greek Speller — Representacao Grafica da CTMC Correspondente
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Qualquer que seja o exemplo modelado, a partir do gerador infinitesimal é possivel obter a

representacdo grafica da CTMC correspondente. Contudo, como visto na Figura 6.7, nem sempre

isso é desejavel, visto o quao confusa essa representacdo pode ser, mesmo para modelos pequenos,

como é o caso do modelo Greek Speller (com vinte estados globais). A busca por clareza na

representacdo grafica é um bom argumento para adotar SAN como ferramenta de modelagem.

Figura 6.7 — Greek Speller — Cadeia de Markov Equivalente (com 20 estados)
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7. CONSIDERACOES FINAIS E PERSPECTIVAS

Este trabalho teve como objetivo formalizar uma proposta de representacido tensorial para Mo-
delos Markovianos Ocultos (Hidden Markov Models — HMM). A estratégia usada foi identificar cada
estagio da HMM como um autdémato e modelar o processo usando o formalismo SAN (Stochastic
Automata Networks), que foi escolhido por possuir um formato tensorial conhecido. Algumas restri-
cBes foram impostas, de forma que a HMM deveria ser discretal e finita, tanto no que diz respeito
ao espaco de estados quanto ao conjunto de sinais.

O método de conversdo proposto é sistematico, gerando sempre dois autématos cujas transicoes
sdo gerenciadas por um Unico evento sincronizante. Como consequéncia, a férmula tensorial obtida
é sempre a mesma, independente do modelo HMM original, desde que em observancia as restricoes
iniciais, comentadas no paragrafo anterior. Como visto nos exemplos do Capitulo 6, o método se
aplica a casos em que a cadeia de Markov oculta é ergddica, entretanto, entende-se que isso nao
se constitui em uma restricao, sendo possivel trabalhar com modelos HMM do tipo left-right, tdo
comuns em reconhecimento de fala [26]. O argumento que embasa esta afirmativa reside no fato
que um dos autématos da SAN obtida pela aplicacdo desse método é justamente a propria cadeia de
Markov oculta do modelo HMM, que n3do necessariamente é ergddica. Outro caso importante e ndo
explicitamente abordado nesta monografia diz respeito a ndo obrigatoriedade de emissdo, em que,
por vezes um estado é visitado mas deixa de emitir algum sinal. No método de conversao proposto,
isso poderia ser tratado com a insercdo de um sinal vazio no conjunto de sinais do modelo.

Faz-se importante colocar que a busca de uma estruturacao 6tima para HMM esteve, desde o
comeco, fora do escopo do trabalho, que se deteve ao estudo de sua viabilidade. Entretanto, uma
vez provada a viabilidade pelo método de conversdo de HMM em SAN, pode-se pensar em métodos
mais eficazes de estruturacdo, de forma a usufruir dos possiveis beneficios da modelagem em SAN.
A estruturacao tem na clareza de representacao a sua maior virtude, tendendo a gerar modelos mais
compreensiveis. O formato tensorial, por sua vez, é uma alternativa a reducdo do uso de memdria
computacional na solu¢do de modelos [12], contudo, ndo h4 garantias, mas fortes indicios [13,31],
de que promova reducdo no custo computacional.

A contribuicdo desta dissertacdo estd na prova da viabilidade de uma estruturacdo e correspon-
dente formato tensorial para Modelos Markovianos Ocultos. Uma possibilidade baseada na conver-
sdo de HMM em SAN foi apresentada. Ficam para trabalhos futuros a busca de novos métodos de
conversdo e, quem sabe, uma convers3o étima.

Existem expectativas sobre a criacdo do que poderia ser chamado de HSMM, ou Hidden Struc-
tured Markov Models®, onde ambos os niveis da HMM poderiam vir a ser estruturados. Para dar
um pouco de perspectiva, considere uma HMM cuja cadeia de Markov oculta possui milhares de

estados. N3o seria interessante estrutura-la em alguns poucos autématos, com cerca de uma dezena

1Uma HMM é dita discreta se seus observéaveis formam um conjunto discreto de sinais.
2Nome sugerido pelo orientador desta dissertacio.
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de estados, cada? Um modelo como este, além de mais compreensivel, teria maiores chances de ser
tratado computacionalmente de forma eficiente.

Também consta do conjunto de trabalhos futuros a adaptacdo dos algoritmos usados na solu-
cdo dos problemas classicos de HMM (Forward-Backward, Vitervi e Baum-Welch), assim como a
extensdo da ferramenta PEPS para comportar a solucdo desses problemas. Dito isto, esta disserta-
cdo lanca as bases destes trabalhos ao estabelecer uma possibilidade de estruturaciao e formatacao

tensorial para HMM.
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A. ALGEBRA TENSORIAL

No século X I X o matematico alem3o Leopold Kronecker [23] prop6s uma operacdo baseada em
tensores. Tal operacdo foi agregada ao conjunto de operacoes e propriedades definidas em algebra
linear, e passou a ser representada por um Gnico operador chamado produto Kronecker ou produto

tensorial.

Sua aplicacdo na area de ciéncia da computacdo, data, de acordo com Brenner, Fernandes e
Sales [12], do final da década de 1970. Os trabalhos de Amoia, De Micheli e Santomauro [2] e de
Davio [14] merecem destaque por terem estendido o trabalho de Kronecker com a inclusdo da soma
tensorial, levando a criacdo de uma nova algebra, composta de produto e soma tensorial, conhecida
como Algebra Tensorial Classica (Classical Tensor Algebra — CTA).

Redes de Autdématos Estocésticos (Stochastic Autamata Networks — SAN), proposto em 1984
por Plateau [25], foi o primeiro formalismo para modelagem de sistemas a usar Algebra Tensorial
Classica. Trata-se de uma representacdo estruturada de cadeias de Markov e, por possuir uma
algebra tensorial associada, propicia uma modelagem mais compacta do que aquela obtida pelo uso
de cadeias de Markov.

A definicdo de CTA foi estendida em 1998, por Fernandes, Plateau e Stewart [17], com a
introducdo do conceito de funcées nas modelagens feitas em SAN como uma forma alternativa de
modelar o comportamento local de um autémato em decorréncia de alteracbes em outros autématos
do modelo. Dessa forma, criou-se a Algebra Tensorial Generalizada (Generalized Tensor Algebra -
— GTA), que n3o difere de CTA no que diz respeito a capacidade de modelagem e solucdo de
problemas, mas sim no que diz respeito a facilidade e eficiéncia com que isso é feito [12].

Nas secdes que seguem, s3o apresentados os conceitos e propriedades da Algebra tensorial. A
Secdo A.1 é dedicada a Algebra Tensorial Classica [2,14], enquanto que a Secdo A.2 trata de Algebra

Tensorial Generalizada [16]. O que segue foi extraido da dissertacdo de Sales [28].

A.1 CTA - Algebra Tensorial Classica

Define-se duas matrizes A e B a saber:

b1 bz b1z bus
)B: ba1 baa b3 Doy

b31 b3a b3z b3

O produto tensorial C'= A® B é dado por:

O anB a2B
~ \ anB anB
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Em geral, para se definir o produto tensorial de duas matrizes: A de dimensdes (p1 X 71) e B
de dimensdes (p2 X 72), é conveniente observar que a matriz resultante do produto tensorial possui
dimensdes (p1p2 X 7172) e pode ser considerada como composta de p;y; blocos cada um com
dimensdes (p272), i.e., as dimensdes de B. Para se especificar um elemento em particular, basta
apenas especificar o bloco e a posicdo dentro do bloco que o elemento em questdo se encontra.
Desta forma, conforme definido anteriormente, o elemento c47 (a22b13) esta no bloco (2, 2) e na
posicdo interna (1, 3) do mesmo. O produto tensorial C'= A® B é definido pela associacdo do

elemento de C' que esta na posicdo interna (k, [) do bloco (i, j), i.e.:
Clikjji) = @ijbri-

A soma tensorial de duas matrizes quadradas A e B é definida em relacdo ao produto tensorial
que segue:
ADB=AR1,,+1,,®B

onde ny é a ordem de A; np é a ordem de B; I,,, é a matriz identidade de ordem n; e “+"
representa a operacao usual de soma de matrizes. Portanto, a soma tensorial é definida somente
por matrizes quadradas, visto que ambos os lados desta operacdo (soma de matrizes) devem possuir
dimensdes idénticas. O valor designado para o elemento Cfy(;; da soma tensorial C' =A@ B é
definida como:

Clir 1) = @ikt + bridij,

onde 9;; é o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de uma matriz identidade! definido como:

1 sei=y
0ij =

0 sei#j

Algumas propriedades importantes das operacdes produto e soma tensorial definidos por Davio [2,14]

sdo:
e Associatividade:
AR (BR(C)=(A®B)@Ce A®(Ba(C)=(AeB)aC
e Distributividade em relacdo a soma:
(A+B)®(C+D)=(AxC)+(BC)+(A® D)+ (B® D)
e Compatibilidade com a multiplicacdo:

(AxB)®(CxD)=(A®C)x (B® D)

e Decomposicdo em fatores normais:
A®B=(A®Iy,) % (In, ®B)

15 é geralmente conhecido como operador de Kronecker.
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e Comutatividade dos fatores normais?:

(A®Lnp) X (Iny @ B) = (Iny ® B) X (A® Iny)

A.2 GTA - Algebra Tensorial Generalizada

Algebra Tensorial Generalizada é uma extens3o da Algebra Tensorial Classica. A principal dife-
renca da GTA em relacdo a CTA é o acréscimo do conceito de elementos funcionais. Entretanto, uma
matriz pode ser composta por elementos constantes (pertencentes a R) ou elementos funcionais.
Um elemento funcional é uma funcao avaliada em R de acordo com um conjunto de pardmetros
compostos por linhas de uma ou mais matrizes. O produto tensorial generalizado é representado

pelo simbolo ®. O valor associado para o elemento Cj;;y5 de um produto tensorial generalizado
g
C = A(B)® B(A) é definido como:
g

Clirjjn = @ij (br)bra(aq).

A soma tensorial generalizada também é andloga a soma tensorial classica, e ela é representada

pelo simbolo @. Os elementos de uma soma tensorial generalizada C'= A(B) @ B(.A) sdo definidos
g g
como:

Clay) = aij (b)) +bra (ai) 5.
As propriedades da GTA definidas por Fernandes, Plateau e Stewart [17] s3o:

e Associatividade:
[A(B,C)%)B(A,C)] %C(A,B) = A(B,C) % %)
[A(B,C)?B(A,C)] %O(A,B) = A(B,C)? [B(A C)@

e Distributividade em relacao a soma:
[A(C,D)+ B(C,D)] %) [C(A,B)+ D(A,B)] = A(C,D) %) C(A,B) + A(C,D) %) D(A,B) +
B(C,D)(?C(A,B) + B(C,D)%)D(A,B)

e Decomposicdo em fatores normais |:
A<§B(A) = nA%B(A) X AgInB

e Decomposicdo em fatores normais |I:
A(B)@B :A(B)<§In3 X InA<§B

e Decomposicdo do Produto Tensorial Generalizado para o Produto Tensorial Classico:

A® B(A) = nf (k(A)® B(ay)
k=1

2Embora esta propriedade possa ser deduzida da propriedade Compatibilidade com a multiplicacdo, ela foi definida
por Fernandes, Plateau e Stewart [17].



