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Abstract— This paper addresses the application of resonant and repetitive controllers – designed with the aid
of Linear Matrix Inequalities (LMI) – to active roller guides for high speed elevators. The active roller guides are
used to reject lateral vibrations arising from irregularities in the alignment guides. The efficiency of the proposed
controllers will be illustrated through simulation examples.
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Resumo— Este trabalho apresenta a aplicação de controladores ressonantes e repetitivos em conjunto com
a formulação baseada em desigualdades matriciais lineares (Linear Matrix Inequalities - LMI), para controlar
um sistema de roletes de guias ativos para elevadores de alta velocidade. Esses roletes de guias têm como
função rejeitar vibrações laterais provenientes das irregularidades nas guias de alinhamento. A eficiência dos
controladores propostos será ilustrada através de exemplos de simulação.
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1 Introdução

Em elevadores modernos de alta velocidade, a ex-
posição do corpo humano à vibração está presente
em inúmeras situações, podendo ser fonte de des-
conforto e causa de problemas de saúde. Outro
fator decorrente destas vibrações é a possibilidade
de avaria nas estruturas mecânicas em geral. Es-
pecificações sobre vibrações transmitidas ao corpo
através de superf́ıcies de sustentação são referen-
ciadas pela norma ISO2631-1 (1997) Evaluation of

human exposure to whole body vibration. Os pro-
cedimentos para verificar e validar essas medições
são realizados de acordo com os requisitos indi-
cados pela norma ISO18738 (2003) Measurement

of lift ride quality e atendem aos critérios esta-
belecidos na ISO8041 (2005) Human response to

vibration.

Em geral, estas vibrações são decorrentes de
desalinhamentos das guias devido a montagens
imprecisas nas paredes da caixa de corrida, dila-
tações térmicas nas paredes do poço do elevador
ou desńıveis nas emendas que unem duas guias.
Conforme descrito por (Ayman, 1997), as vibra-
ções decorrentes das guias estão concentradas na
faixa de 1 a 10 Hz, porém, dependendo de alguns
fatores como o comprimento ou espessura de cada
guia, este limite chegar até a 40 Hz.

A metodologia mais usual para evitar o efeito
destas vibrações é o chamado controle ativo de
vibrações. Em Utsunomiya et al. (2006) é utili-
zado um sistema de suspensão ativa onde as ace-
lerações da cabina, medidas usando acelerômetros

localizados no centro do elevador, são compensa-
das por meio de atuadores eletromagnéticos. Hus-
mann (2005) descreve um sistema de amorteci-
mento ativo para o quadro estrutural com base
na medição das deformações da estrutura do ele-
vador. Do ponto de vista de controle, algumas
técnicas desenvolvidas para suspensões automoti-
vas podem ser adaptadas para os roletes de guias
visando atenuar as vibrações e oscilações laterais
dos elevadores (Sá, 2006) e (Saito et al., 2013).
Em Paulitsch et al. (2006) conceitos de controle
ótimo foram aplicados a atenuação de sinais de
alta frequência decorrentes apenas das guias, ig-
norando assim outros fatores. Já em Feng et al.
(2009) é levado em conta no projeto do controla-
dor caracteŕısticas como não-linearidades, incerte-
zas paramétricas e perturbações externas.

Em muitos casos, as falhas que resultam em
vibrações tendem a se repetir de forma que as mes-
mas podem ser aproximadas por um sinal perió-
dico quando analisados em um intervalo de tempo
adequado. Neste caso, a rejeição robusta destes
sinais pode ser garantida através da utilização de
controladores baseados no prinćıpio do modelo in-
terno como os controladores repetitivos e resso-
nantes (Chen, 1970). Esses controladores possuem
aplicações variadas como fontes ininterruptas de
energia (do inglês, Uninterruptible Power Supply

- UPS ), discos óticos e sistemas robóticos.

Este trabalho tem por objetivo estudar a via-
bilidade da aplicação dos controladores ressonan-
tes e repetitivos a um sistema de roletes de guias
ativos acoplados a base da estrutura da cabina
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de um elevador para rejeitar vibrações e oscila-
ções laterais. O modelo matemático do elevador
é baseado no modelo linearizado apresentado em
Perondi et al. (2010). A śıntese dos controlado-
res será realizada através da solução de um pro-
blema de otimização com restrições na forma de
Desigualdades Lineares Matriciais (do inglês, Li-
near Matrix Inequalities - LMIs) que garantem a
estabilidade e desempenho do sistema em malha
fechada. Resultados de simulação serão utilizados
com o objetivo de comparar o desempenho do dois
controladores propostos.

2 Modelagem do Elevador

Nesta seção serão apresentados os componentes
do sistema de roletes e a formulação do sistema
roletes-elevador no espaço de estados.

De uma maneira simplificada, pode-se dizer
que um conjunto elevador é composto pela cabina
de passageiros fixada a uma estrutura de cabina e
que essa estrutura se conecta às guias de alinha-
mento do elevador por meio de um conjunto de
roletes como ilustrado na Fig. 1. A estrutura de
cabina é a parte do elevador interligada aos cabos
de tração que suspendem o elevador. O contato
entre a estrutura da cabine e as guias “T” fixadas
no poço do elevador é constitúıdo por três roletes
de borracha montados em uma construção mecâ-
nica em cada um dos quatro cantos da estrutura
de cabina. Os roletes de borracha são mantidos
em contato com as guias por esforço de molas he-
licoidais. As vibrações sentidas pelos passageiros

Figura 1: Sistema de Roletes de Guias de um Ele-
vador.

dentro de uma cabina do elevador podem ser ana-
lisadas considerando a cabina como um corpo ŕı-
gido. Neste trabalho são consideradas apenas as
vibrações de translação ao longo das direções X
e Y (plano paralelo ao piso da cabina, assumindo
que o elevador tem seu deslocamento vertical na
direção Z).

Um sistema de amortecimento ativo utiliza
uma fonte externa de energia para contrapor aos
efeitos das perturbações produzidas na cabina.
Este sistema altera as caracteŕısticas dinâmicas do
elevador e, portanto, é capaz de melhorar substan-
cialmente o conforto da viagem. A Fig.2 apresenta
um exemplo de um sistema de roletes de guias

ativo que possui atuadores lineares nos eixos X e
Y. Atuadores lineares, comandados por um con-
trolador, geram uma força contrária ao sentido de
deslocamento das perturbações geradas, de forma
a compensar os efeitos causados por essas pertur-
bações.

Figura 2: Sistema de Amortecimento Ativo
O modelo matemático do elevador em ques-

tão é baseado no modelo apresentado em Perondi
et al. (2010) o qual foi obtido e validado a partir
de um elevador em uma torre de testes situada na
fábrica da ThyssenKrupp Elevadores S/A que fica
na cidade de Guáıba - RS - Brasil.

Para realizar a modelagem matemática das
forças que atuam nos roletes das guias foi utili-
zado um modelamento baseado nas equações de
um corpo ŕıgido e a segunda Lei de Newton, sendo
esse sistema composto pelo cabina e sua estrutura
que consequentemente é ligada as guias pelos ro-
letes ativos.

Considerando que os deslocamentos no en-
torno do centro de massa do sistema são peque-
nos, segue que o movimento do sistema pode ser
aproximado por um movimento linear conforme
apresentado na Fig. 3. As variáveis que envolvem

Figura 3: Diagrama simplificado para pequenos
deslocamento no plano YZ

o sistema são descritas a seguir:

• fi(t) são as forças aplicadas pelos atuadores.

• Yi(t) são os deslocamentos dos roletes que es-
tão em contato com as guias.

• Me é a massa equivalente total do elevador.

• mx é a massa equivalente do sistema de rolete
ativo em cada lado.

• Kg é a constante gravitacional relativa a ca-
bina do elevador.
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• Ks é a constante de mola das borrachas dos
roletes.

• Ke é a constante da mola que pressiona o ro-
lete contra a guia do elevador.

• Qr representa a perda mecânica e o atrito re-
lativo a ligação do rolete com a guia.

• Qc representa a perda mecânica e o atrito re-
lativo a ligação do rolete com a cabina.

A partir das equações dinâmicas que descre-
vem o movimento do elevador conforme apresen-
tado na Fig. 3 segue que este sistema pode ser
representado no espaço de estados por

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t) +Bdd(t)
y(t) = Cx(t)

(1)

onde x(t) = [Yl Ẏl Y Ẏ Yr Ẏr]
′
∈ R

6 é o vetor de es-
tados, u(t) = [f1 f2]

′
∈ R

2 é a entrada de controle,
y(t) = Y ∈ R é a sáıda e d(t) = [dyl

dyd
]′ ∈ R

2 é
um vetor de distúrbios. As matrizes A, B, Bd e
C são matrizes reais e constantes com dimensões
adequadas dadas por:
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, Bd =

















0 0
Ks

mx
0

0 0
0 0
0 0

0 Ks

mx

















,

C =
[

0 0 1 0 0 0
]

,

K̄x = −

Ks +Ke

mx

, K̄e = −

2Ke +Kg

Me

3 Controladores Ressonantes e

Repetitivos

Nesta seção serão apresentados os controladores
repetitivos e ressonantes com as suas respectivas
formulações LMI para a garantia de desempenho
e estabilidade.

3.1 Controlador Repetitivo

O controlador repetitivo foi inicialmente proposto
em Inoue et al. (1981) para a garantia de segui-
mento e rejeição de sinais periódicos. Para isto,
um elemento de atraso temporal de τ segundos é
inserido na malha de controle em um laço de reali-
mentação positiva. Neste caso, τ é o peŕıodo fun-
damental dos sinais a serem seguidos/rejeitados.

Note que a função de transferência do sinal de
erro para a sáıda é dada por

Grc(s) :=
Yrc(s)

E(s)
=

1

1− e−sτ
(2)

a qual tem ganho infinito para todas as frequên-
cias ωk = kω0 [rad/sec], k = 1, 2, . . ., e ω0 =
2π/τ [rad/s]. Assumindo que o sistema em ma-
lha fechada é estável, então o ganho infinito nestas
frequências garante o seguimento e a rejeição com
erro nulo.

Devido a uma série de problemas de imple-
mentação (Flores et al., 2011) este controlador não
pode ser estabilizado por um controlador racional.
Portanto, Hara et al. (1988) sugere a introdução
de um filtro passa baixas ωc/(s+ωc) em série com
o elemento de atraso, resultando em:

Grc(s) =
1

1− ωc

s+ωc

e−sτ
(3)

onde ωc é a frequência de corte do filtro.
Neste trabalho assume-se a seguinte formula-

ção do controlador repetitivo no espaço de estados
(Bonan et al., 2011)

ẋrc(t) = −ωcxrc(t) + ωcxrc(t− τ) + ωce(t− τ)
yrc(t) = xrc(t) + e(t)

(4)
onde xrc(t) é o estado relativo ao filtro passa bai-
xas.

Definindo agora o estado aumentado planta-
controlador como xa(t) =

[

x(t)′ xrc(t)
′
]′

∈

R
7
,segue que

ẋa(t) = Aaxa(t) +Adxa(t− τ) + Bau(t)
+Barr(t− τ) +Badd(t)

(5)
sendo

Aa =

[

A 0
0 −ωc

]

, Ad =

[

0 0
−Cωc ωc

]

Ba =

[

B

0

]

, Bar =

[

0
ωc

]

Bad =

[

Bd

0

]

O sinal de controle u(t) é definido como

u(t) = Fpx(t) + Fcyrc(t) = Fxa(t) + Fcr(t) (6)

o qual resulta em

ẋa(t) =
(

Aa +BaF

)

xa(t) + Adxa(t− τ)

+Bqq(t)
(7)

onde q(t) = [ r(t− τ)′ r(t)′ d(t)′ ]′ e

F =

[

(Fp − CFc)
′

F
′
c

]′

, Bq =

[

0 BFc Bd

ωc 0 0

]

Devido ao atraso inserido pelo controlador re-
petitivo, a estabilidade do sistema será abordada
através dos funcionais de Lyapunov-Krasovskii

Anais do XX Congresso Brasileiro de Automática 
Belo Horizonte, MG, 20 a 24 de Setembro de 2014

2276



(Gu et al., 2003). Neste caso, a análise é feita
em relação a trajetória xa(θ), θ ∈ [t − τ, t] origi-
nada pela função inicial φ(ϑ), ϑ ∈ [−τ, 0]. Além
da garantia de estabilidade, os seguintes critérios
de desempenho foram incorporados ao problema
de estabilização:

CP1: Minimizar a função custo

J(φ(t), u) := ‖p(t)‖2
2
=

∫ ∞

0

p(t)′p(t)dt (8)

que serve como medida de desempenho do sis-
tema e p(t) é a sáıda de desempenho dada por
p(t) := Cpxa(t) +Dpu(t) com Cp e Dp sendo
matrizes de dimensão apropriadas.

CP2: Garantia de uma taxa de decaimento ex-
ponencial α tal que ‖xa(t)‖ ≤ β‖φ‖τe

−αt

sendo β uma constante positiva.

Em face destes critérios, em (Bonan et al.,
2011) é apresentado o seguinte teorema:

Teorema 1 Dados ωc e α, se existirem as ma-

trizes simétricas definidas positivas W,S ∈ R
7×7,

uma matriz Y ∈ R
2×7 e o escalar positivo λ tal

que a LMI1





Γ(W,Y, S) eατAdW WC
′
p + Y

′
D

′
p

eατWA
′
d −S 0

CpW +DY 0 −λInz



 < 0

(9)
com

Γ(W,Y, S) = He{AaW +BaY }+ S + 2αW

seja verificada, então o sistema em malha fechada

(7) com F = YW
−1 é assintoticamente estável e

a função custo (8) satisfaz ‖p(t)‖2
2
≤ λV (0) com

V (0)=xa(0)
′
W

−1
xa(0)+

∫

0

−τ

xa(θ)
′
PS

−1
Pxa(θ)dθ

3.2 Controladores Múltiplos-Ressonantes

A ideia principal dos controladores múltiplos-
ressonantes é gerar uma dinâmica oscilante (modo
senoidal) correspondente a frequência fundamen-
tal do sinal de interesse e suas respectivas harmô-
nicas mais significativas (Pereira et al., 2014).
De acordo com o Prinćıpio do Modelo Interno
(Chen, 1970), o seguimento e a rejeição será ga-
rantido, assumindo o sistema em malha fechada
estável, se o controlador

ẋmr(t) = Amrx(t) +Bmre(t) (10)

for inserido na malha de controle onde2:

Amr = diag{Ξ(ω1),Ξ(ω2), · · · ,Ξ(ωN )}

1He{X} = X +X′.
2diag{ A , B } denota a matriz bloco diagonal obtida

a partir dos elementos A e B.

Bmr =
[

Λ′ Λ′
· · ·Λ′

]′

Ξ(ωh) =

[

0 1
−ω

2

h 0

]

, Λ =

[

0
1

]

Note que os termos em Amr representam a
combinação dos modos ressonantes dos sinais de
referência e perturbação ωi, i = 1, 2, . . . , Nh, onde
Nh determina o número de harmônicas significa-
tivas a serem compensadas. Além disso, é impor-
tante ressaltar que o espectro de um sinal cont́ınuo
tem infinitas componentes de frequência e, neste
caso, existe um erro de seguimento que diminui
conforme Nh aumenta.

De forma análoga ao controlador repetitivo
a interconexão planta-controlador é levada em
conta a partir do estado aumentado xa(t) =
[x(t)′ xmr(t)

′]
′
∈ R

6+2Nh
, resultando em

ẋa(t) = Aaxa(t) +Bau(t) +Barr(t)
+Badd(t)

(11)

sendo

Aa =

[

A −BmrC

0 Amr

]

, Ba =

[

B

0

]

Bar =

[

0
Bmr

]

, Bad =

[

Bd

0

]

O sinal de controle u(t) é definido como

u(t) = Fpx(t) + Fcxmr(t) = Fxa(t) (12)

onde F = [Fp Fc] o qual resulta em

ẋa(t) =
(

Aa +BaF

)

xa(t) +Bqq(t) (13)

onde q(t) = [ r(t)′ d(t)′ ]′ e

Bq =

[

0 Bd

Bmr 0

]

Para a determinação do ganho F os seguintes
critérios de estabilidade e desempenho são consi-
derados: CP1 apresentado na seção anterior e

CP3: Os polos pi, i = 1, 2, · · · , 6+2Nh em ma-
lha fechada do sistema aumentado estão no
interior da região D do plano complexo defi-
nida como a intersecção das regiões

RTC={pi ∈ C : Re(pi) ≤ −σ, σ ∈ R
+
}

RCA={pi ∈ C : |pi| ≤ r, r ∈ R
+
}

RFN =
{

pi ∈ C : tan−1 |Im(pi)|

|Re(pi)|
≤ θ, θ ∈ R

+

}

onde σ define a taxa de convergência das tra-
jetórias do sistema, θ define o coeficiente de
amortecimento tal que ξ = cos(θ), e r limita
a frequência natural.

A partir destes critérios, o seguinte Teorema
apresenta condições para a determinação do ganho
F :
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Teorema 2 Se existir a matriz simétrica definida

positiva W ∈ R
(6+2Nh)×(6+2Nh), uma matriz Y ∈

R
2×(6+2Nh) e o escalar positivo λ tal que a LMI

[

Γ(W,Y ) WC
′
p + Y

′
D

′
p

CpW +DpY −λInz

]

< 0 (14)

Γ(W,Y ) = He{AaW +BaY }

seja verificada, então o sistema em malha fechada

(13) com F = YW
−1 é assintoticamente estável e

a função custo (8) satisfaz ‖p(t)‖2
2
≤ λV (0) com

V (0)=xa(0)
′
W

−1
xa(0)

A formulação LMI para o critério PC3 é dada
por (Chilali and Gahinet, 1996):

L1 ⊗W +He{M1 ⊗ Γ(W,Y )} < 0

L2 ⊗W +He{M2 ⊗ Γ(W,Y )} < 0

L3 ⊗W +He{M3 ⊗ Γ(W,Y )} < 0

(15)

assumindo os parâmetros σ, θ e r conhecidos e
onde ⊗ denota o produto de Kronecker. segue
que

L1 = 2σ , M1 = 1 ,

L2 =

[

−r 0
0 −r

]

, M2 =

[

0 1
0 0

]

,

L3 =

[

0 0
0 0

]

, M3 =

[

sen(θ) cos(θ)
−cos(θ) sen(θ)

]

,

Observação 1 A prova dos Teoremas 1 e 2 não

foram apresentadas por serem conhecidas na lite-

ratura, podendo ser encontradas, por exemplo, em

Pereira et al. (2014) e Bonan et al. (2011).

A determinação do ganho F para o controla-
dor repetitivo pode ser obtida através da minimi-
zação de λ sujeito às restrições apresentadas nos
Teoremas 1 e 2.

4 Resultados de Simulação

Nas simulações apresentadas a seguir foi conside-
rado um elevador comercial de velocidade de 3
m/s, com capacidade para 16 passageiros, insta-
lado em uma torre de 9 andares e que possui os
parâmetros descritos na Tabela 1 e ganhos F apre-
sentados no Apêndice A. Como sinal de distúrbio
foi considerada uma onda triangular de peŕıodo 1s
e amplitude correspondente a um deslocamento de
1mm. O problema a ser considerado é o de regu-
lação, ou seja, que o deslocamento da cabina seja
mantido em r(t) = 0.

Para o controlador repetitivo foram consi-
deradas as configurações onde são compensadas
as seguintes frequências: fundamental e terceira
harmônica; fundamental, terceira e quinta harmô-
nicas e fundamental, terceira, quinta e sétima
harmônicas. Para todos os casos, os parâmetros

de desempenho da D-estabilidade foram arbitra-
dos em α = 9, θ = π/2 e r = 107. Para o con-
trolador repetitivo foi considerada a frequência de
corte do filtro ωc = 1 e α = 2, 4.

Tabela 1: Parâmetros de simulação.
Dado Valor Unidade

Me 1120 kg

m1 2, 59 kg

m2 0, 626 kg

J1 0, 026 kg ·m2

g 9, 81 m/s2

ρ1 0, 085 m

ρ2 0, 16 m

ρ3 0, 362 m

L 3 m

K1,K3, K5,K7 250000 N/m

K2,K4, K6,K8 5370 N/m

Na Fig. 4 é apresentada a sáıda do sistema
para as diferentes configurações do controlador
ressonante. Como esperado, o deslocamento da
cabina diminui significativamente conforme o nú-
mero de harmônicas compensadas aumenta. A
partir da sétima harmônica não há redução sig-
nificativa no deslocamento da cabina. Na Fig. 5
é apresentada uma comparação entre o controla-
dor repetitivo e o melhor controlador ressonante
encontrado. Note que o controlador ressonante
resulta num menor deslocamento se comparado
ao controlador repetitivo. Na Fig. 6 é apresen-
tado o sinal de controle para os três casos, onde
em nenhum momento esse sinal ultrapassa o valor
do limite de saturação de 88.5V, limite esse que
é definido pelo valor máximo de tensão induzida
sem saturação das bobinas de indução dentro do
campo magnético que é gerado pelos imãs do sis-
tema de roletes ativos.
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Figura 4: Sáıda do sistema considerando diferen-
tes configurações do controlador ressonante

5 Conclusões

Neste trabalho foi analisada a viabilidade da apli-
cação dos controladores repetitivos e ressonante
na estabilização lateral de elevadores de alta velo-
cidade. A partir de um modelo no espaço de esta-
dos para o deslocamento da cabina foram apresen-
tadas condições de śıntese através de LMIs para os
controladores repetitivos e ressonantes. Resulta-
dos de simulação ilustraram as técnicas propostas,
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Figura 5: Sáıda do sistema considerando os con-
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Figura 6: Sinal de Controle resultante dos contro-
ladores repetitivo e ressonante.

servindo como base de comparação entre os resul-
tados entre os controladores propostos. A partir
deste resultados pode-se concluir que o controla-
dor ressonante apresenta os melhores resultados,
porém a aplicação do controlador repetitivo tam-
bém é viável principalmente pela simplicidade do
controlador.
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A Ganhos do controladores

Ganhos da LMI para o Controlador Ressonante:

• 3a Harmônica:

Fc = 1× 1010
[

14865 0.2009 1.1957 −0.1161
1.4866 0.2010 1.1957 −0.1161

]

Fp = 1× 107

















−0.0037 −0.0139
−0.0001 0, 0000
−1.5140 −1.5141
−0.0159 −0.0159
−0.0139 −0.0037
0, 0000 −0, 0001

















′

• 5a Harmônica:

Fc = 1× 1011

















0.3782 0.3782
0.0736 0.0736
1.0313 1.0312
−0.0320 −0.0320
−0.3220 −0.3220
−0.0192 −0.0192

















′

Fp = 1× 107

















−0.0020 −0.0125
0.0000 0, 0001
−2.8936 −2.8936
−0.0222 −0.0222
−0.0125 −0.0020
0, 0001 0, 0000

















′

• 7a Harmônica:

Fp = 1× 1111

























0.6194 0.6195
0.1656 0.1656
2.9592 2.9598
−0.0127 −0.0127
0.7717 0.7718
−0.0912 −0.0912
−1.2113 −1.2113
−0.0131 −0.0131

























′

Fp = 1× 107

















0.0015 −0.0091
0.0000 0, 0001
−4.7466 −4.7472
−0.0277 −0.0277
−0.0091 −0.0015
0, 0001 0, 0000

















′

Ganhos da LMI para o Controlador Repeti-
tivo:

Fc = 1× 106
[

6.9504
6.9504

]

Fp = 1× 106

















−0.0143 −0.0143
−0.0002 −0, 0002
−7.3814 −7.3815
−0.1718 −0.1718
−0.0143 −0.0143
−0, 0002 −0, 0002

















′
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